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Abstract　 The momentum methodis widelyusedasanaccelerationtechniquetoimprovethe
convergenceofthefirstＧordergradientalgorithms．Sofar,themomentum methodsdiscussedinmost
literaturesareonlylimitedtotheaccelerated methodproposedby Nesterov,butthe HeavyＧball
momentum methodproposedbyPolyakisseldomstudied．Inparticular,inthecaseofnonＧsmooth
objectivefunctions,theindividualoptimalconvergenceofNesterovaccelerated methodshasbeen
derived,andithashighperformanceinsolvingsparseoptimizationproblems．Incontrast,whileithas
beenprovedthattheHeavyＧballmomentum methodhasanoptimalconvergencerate,itisonlyin
termsoftheaveragedoutputs．Toourbestknowledge,whetherithasoptimalindividualconvergence
ornotstillremainsunknown．Inthispaper,wefocusonthenonＧsmoothoptimizations．Weprovethat
theHeavyＧballmomentum methodachievestheoptimalindividualconvergencebyskillfullyselecting
thetimeＧvaryingstepＧsize,whichindicatesthatHeavyＧballmomentumisanefficientacceleration
strategyfortheindividualconvergenceoftheprojectedsubgradientmethods．Asanapplication,the
constrainedhingelossfunctionoptimizationproblems withinanl１Ｇnorm ballareconsidered．In
comparisonwithotheroptimizationalgorithms,theexperimentsdemonstratethecorrectnessofour
theoreticalanalysisandperformanceoftheproposedalgorithmsinkeepingthesparsity．

Keywords　firstＧordergradientmethods;momentummethods;individualconvergencerate;heavyＧball
methods;sparsity

摘　要　动量方法作为一种加速技巧被广泛用于提高一阶梯度优化算法的收敛速率．目前,大多数文献

所讨论的动量方法仅限于 Nesterov提出的加速方法,而对 Polyak提出的 HeavyＧball型动量方法的研

究却较少．特别,在目标函数非光滑的情形下,Nesterov加速方法具有最优的个体收敛性,并在稀疏优化

问题的求解中具有很好的效果．但对于 HeavyＧball型动量方法,目前仅仅获得了平均输出形式的最优收

敛速率,个体收敛是否具有最优性仍然未知．对于非光滑优化问题,通过巧妙地设置步长,证 明 了

HeavyＧball型动量方法具有最优的个体收敛速率,从而说明了 HeavyＧball型动量方法可以将投影次梯度



方法的个体收敛速率加速至最优．作为应用,考虑了l１ 范数约束的hinge损失函数优化问题．通过与同

类的优化算法相比,实验验证了该理论分析的正确性以及所提算法在保持稀疏性方面的良好性能．

关键词　一阶梯度方法;动量方法;个体收敛速率;HeavyＧball方法;稀疏性
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　　机器学习问题普遍可以转化为求解目标函数最

小值的优化问题,一阶梯度优化方法由于具有算法

简单、迭代成本小等特点,成为处理大规模数据问题

的首要选择．在此基础上发展起来的随机优化方法

由于避免了每一次迭代都需要遍历整个样本集,充
分利用训练样本集合的冗余性,从而具有计算代价

低和实际收敛速率快等优点,已经成为处理大规模

机器学习问题的实用方法[１]．
动量方法是在经典梯度下降方法的基础上通过

添加动量而获得的一种特殊的一阶优化方法．研究

者将动量算法分为２类:一类是 Polyak于１９６４年

提出的 HeavyＧball型动量方法[２],另一类是１９８３年

Nesterov提出的 NAG(Nesterovacceleratedgradient)
型动量方法[３]．这２类算法的主要差别在于所使用

动量项的不同,前者只是使用了前一步的迭代信息

而后者引入了当前步迭代算法的二阶信息．对于不

同条件下的优化问题,这２类算法的收敛性也有不

同的表现．当目标函数光滑时,NAG 具有最优的

O(１∕t２)收敛速率[３],其中t为算法的迭代步数．当
目标函数强凸且二次可微时,尽管 HeavyＧball型动

量方法、梯度下降法和 NAG 方法都具有相同的线

性收敛速率,但 HeavyＧball型动量方法具有最小的

收敛因子[２]．随机动量方法被广泛应用于神经网络

的训练,并显著的提高了其收敛性能[４]．
NAG是优化领域具有里程碑意义的算法,它填

补了Nemirovski与Yudin所证明的“任何一阶优化

算法都不可能得到比O(１∕t２)更快的收敛速率[５]”
的间隙,也吸引了众多机器学习研究者的关注．特别

是针对大规模具有特定含义的正则化损失函数优化

问题,研究工作层出不穷．早期重要的工作主要包括

只要损失函数满足光滑性条件就可得到整个目标函

数光滑时的最优收敛速率[６Ｇ７],以及 NAG随机形式

的最优收敛速率等等[８]．近期NAG的研究主要集中

在与其他优化方法的结合上．如２０１５年Lin等人基

于 NAG提出了一种通用的加速策略Catalyst[９],在
目标函数强凸的条件下将批处理优化方法、坐标优

化方法和增量优化算法进行了加速．最近,AllenＧ

Zhu引入带有动量参数的方差项,提出了著名的

Katyusha算法[１０],成功地将方差减少方法与 NAG
相结合．２０１８年Shang等人将 NAG 算法与 Mixed
Optimization算法相结合,仅使用了一个动量项就

取得了与 Katyusha算法相同的收敛速率[１１Ｇ１２]．
与标准的梯度下降法相较,HeavyＧball型动量

方法在目标函数在某些方向变化较弱而在另一些方

向变化很强的时候,可以取得好的加速效果,复杂度

却几乎没有增加．但与 NAG 方法相比,HeavyＧball
型动量方法的研究却屈指可数．２０１４年 Ghadimi等

人对 HeavyＧball方法的收敛性进行了深入的研究,
给出了目标函数光滑条件下的平均和个体收敛速

率[１３],但均未达到最优．２０１６年 Yang等人建立了

一种含有多种参数的算法框架,统一处理了梯度下

降法、HeavyＧball方法以及 NAG方法[１４],在该框架

中设置不同的参数即可得到不同的优化算法．这种

统一的算法对于非光滑优化问题在平均输出方式下

具有最优的收敛速率．
对于非光滑问题,目前大多数优化算法所获得

的最优速率都基于加权平均和的输出形式,这种

形式较易获得稳定的收敛性,但在结构优化特别是

稀疏学习问题中[１５Ｇ１６],使用迭代过程中的个体输出

能够获得比平均输出更好的稀疏效果．但个体解能

否获得最优的收敛速率却显得困难重重,强凸条件

下的个体收敛问题也成为了open问题[１７]．２０１３年

Shamir和Zhang提出了一种将SGD问题由平均输

出方式得到个体收敛速率的技巧[１８],成功得到了

O(logt∕t)的收敛速率,这是第一个关于SGD个体

收敛速率的结果,但却与最优值相差一个对数因子．
２０１５年文献[１９]采用线性差值技巧虽然保证了个

体解最优的收敛性和稳定性,却由于插值的累积而

失去了稀疏性．２０１８年文献[２０Ｇ２１]将 NAG步长策

略引入到投影次梯度中,得到了最优个体收敛性并

同时保证了良好的稀疏性．由于 HeavyＧball方法与

NAG在动量方法中具有同等重要的地位,HeavyＧ
ball方法是否也具有最优个体收敛性这一问题显然

值得研究．
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本文的主要工作有３个方面:

１)对于非光滑优化问题,证明了 HeavyＧball型

动量方法具有最优的个体收敛速率．据我们所知,这
一结果填补了 HeavyＧball型动量方法在非光滑情

形下个体最优收敛性研究的缺失,有助于更全面地

理解 HeavyＧball型动量方法,也说明了在处理非光

滑问题时 HeavyＧball型动量方法和 NAG具有同样

的重要地位．
２)本文证明基于光滑情形下 HeavyＧball型动

量方法的收敛性分析[１３],但不同的是,为得到非光

滑情形下的个体最优收敛速率,我们巧妙构造了步

长和动量权重的迭代方式,同时利用 Zinkevich在

处理在线优化方法收敛性使用的技巧[２２],避免了变

步长和权重导致的递归问题．
３)通过典型的稀疏优化问题实验,验证了理论

分析的正确性以及所提算法在保持稀疏性方面的良

好性能．

１　典型动量方法的收敛性介绍

本节我们对２种动量方法的收敛性以及它们之

间的联系和区别进行必要的介绍．
考虑有约束优化问题:

min
w∈Q

f(w), (１)

其中,f(w)为凸函数,Q⊆RRn是有界闭凸集合,记

w∗ 为式(１)的一个最优解．批处理形式投影次梯度

方法的迭代步骤为

wt＋１＝PQ(wt－αt f(wt)), (２)

PQ 是Q 上的投影算子[２３Ｇ２４],wt 为w 在第t步的

输出,αt 为迭代步长,f(wt)是f(w)在wt 处的次

梯度．
对于形如式(２)的算法,所谓的平均收敛速

率指的是f(ŵt)－f(w∗ )的收敛速率,其中 ŵt ＝

１
t∑

t

k＝１
wk．而个体收敛速率指的是f(wt)－f(w∗ )

的收敛速率．一般来说,特别是对非光滑优化问题,
个体收敛更难获得最优速率[１８]．

Agarwal等人给出非光滑条件下式(２)的平均

收敛速率为[２５]

E f(ŵt)－f(w∗ )[ ] ≤O(１∕t)． (３)
式(２)的个体收敛速率由Shamir和ZhangTong

证得[１８]:

E f(wt)－f(w∗ )[ ] ≤O(log(t)∕t), (４)
这与最优速率之间还是存在着数量级上的差距．

Yang等人建立了随机梯度下降法与随机动量

方法的统一框架[１４]:

yt＋１＝wt－αf(wt)

ys
t＋１＝wt－sαf(wt)

wt＋１＝yt＋１＋β(ys
t＋１－ys

t),

(５)

其中,β为动量参数,s≥０．随着s由大至小,式(５)依
次变为

１)当s＝
１

１－β
时,为梯度下降法:

wt＋１＝wt－
α

１－β
f(wt); (６)

２)当s＝１时,即为 NAG方法:

yt＋１＝wt－αf(wt),

wt＋１＝yt＋１＋β(yt＋１－yt); (７)

３)当s＝０时,即为 HeavyＧball方法:

wt＋１＝wt－αf(wt)＋β(wt－wt－１)． (８)
通过选取适当的步长,文献[１４]给出了平均收

敛速率:

E f(ŵt)－f(w∗ )[ ] ≤O(１∕t)． (９)
在光滑目标函数条件下,由于 NAG 方法进行

每一步迭代时都会使用之前迭代的部分甚至全部信

息,所以通常可以取得较 HeavyＧball方法更快的收

敛速率．当目标函数光滑且强凸时,梯度下降方法、

HeavyＧball方法与 NAG均可以达到线性收敛,即:

f(wt)－f(w∗ )≤qt f(w０)－f(w∗ )[ ] ,(１０)

但 HeavyＧball方法获得的收敛因子q是最小的[１３]．
文献[１９]通过在投影次梯度上进行了线性插值

的操作:

w＋
t ＝PQ(w＋

t－１－αtηt f(wt)),

wt＋１＝
At

At＋１
wt＋

αt＋１

At＋１
w＋

t ,
(１１)

其中,Q＝{w:w １≤z},z≻０．该方法在每次迭代

时虽然获得了个体解的最优性,但由于在投影操作

之后又对所有wt 进行了一次加权求和的运算,导致

了稀疏性的缺失．文献[２０]采用 NAG 步长策略同

样得到了个体收敛的最优性:

yt＝wt＋θt(θ－１
t－１－１)(wt－wt－１),

wt＋１＝PQ(yt－ηt f(yt)), (１２)

其中,θt 与ηt 为步长参数,与线性插值技巧不同的

是该方法每一步的解都是通过投影直接得到,因此
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可以得到良好的稀疏效果．与之类似,HeavyＧball方

法的个体解也应当具备稀疏性．

２　个体最优收敛性分析

本节给出 HeavyＧball方法在目标函数非光滑

条件下的个体收敛性证明．
对于光滑的优化问题,文献[１３]引进加权的动

量项pt＝ β
１－β

(wt－wt－１),此时 HeavyＧball方法的

迭代方式可以转化为

wt＋１＋pt＋１＝wt＋pt－
α

１－β
f(wt)． (１３)

从式(１３)可以看出,HeavyＧball型动量方法是

在梯度下降法基础上添加了动量项pt．正是由于与

梯度下降法的这种相似性,使得梯度下降法的收敛

分析思路也可以用于 HeavyＧball方法．
值得注意的是,文献[１３]将α 和β均设定为常

数,但对于非光滑优化问题,这样的选取办法无法获

得个体收敛速率．因此我们选取了时变的α 与β,但
此时又会导致式(１３)的迭代关系不成立．为了解决

这个问题,我们设置pt＝t(wt－wt－１),通过巧妙地

选取αt 和βt(见定理１),我们得到:

wt＋１＋pt＋１＝wt＋pt－
２αt

１－βt
f(wt)．

基于这个关系式,我们可以证明定理１．为了解

决变步长和权重导致的递归问题,我们先证明引理１．
引理１．令F＝max

w,u∈Q
d(w,u),G＝max

w∈Q
f(w),

有:

∑
t

k＝１

１
２ηk

(wk －w∗ )２－(wk＋１－w∗ )２[ ] ＋

G ２

２ ∑
t

k＝１
ηk ≤ F ２ １

２ηt
＋

G ２

２
(２t－１)．

具体证明见附录１．

定理１．设f(w)为一般凸函数,取βt＝
t

t＋２
,

αt＝
１

(t＋２)t
,wt 由式(８)产生,则:

f(wt)－f(w∗ )≤
t

２(１＋t)F ２＋
２t－１
２(１＋t)G ２＋

１
１＋t

(f(w０)－f(w∗ ))．

　　具体证明见附录２．
综上,我们成功得到了 HeavyＧball方法在非光

滑情况下的最优个体收敛速率．然而批处理形式的

HeavyＧball方法在计算 f(w)时需要遍历整个样本

集合,这种操作不适合处理大规模数据．为此,我们

将上述算法推广至随机形式以求解机器学习问题．
仅考虑二分类问题,假设训练样本集

S＝{(xi,yi)|i＝１,２,􀆺,m}⊆RRn×{＋１,－１},
其中(xi,yi)是独立同分布的．

考虑非光滑稀疏学习问题的损失函数为“hinge
损失”,即fi(w)＝max{０,１－yi􀎮w,xi􀎯}的优化目

标函数为

min
w∈Q

f(w)＝
１
m∑

m

i＝１
fi(w)． (１４)

约束情况下随机形式的 HeavyＧball算法的迭

代步骤自然可以表示为

wt＋１＝PQ(wt－αt fi(wt)＋βt(wt－wt－１)),(１５)
其中i为迭代到第t步时随机抽取的样本序号．

与批处理形式不同的是,随机优化方法的迭代

步骤中的 fi(wt)是fi(wt)在t处的次梯度．由于

hinge损失函数的次梯度有多种计算方式,这里我

们采用文献[２６]的方式进行计算,即:

fi(wt)＝
１
m ∑

(xi,yi)∈A＋
t

yixi, (１６)

其中,At⊆S,A＋
t ＝{(xi,yi)∈At:yi􀎮w,xi􀎯＜１},

在实验中设置 At ＝１．
算法１．随机 HeavyＧball算法．
输入:循环次数t;
输出:wt．
① 初始化向量w１＝０;

② Fork＝１tot

③ 　Updateβk＝
k

k＋２
,αk＝

１
(k＋２)k

;

④ 　随机选取i∈{１,２,􀆺,m};

⑤ 　由式(１６)计算 fi(wk);

⑥ 　由式(１５)计算wk＋１;

⑦ EndFor
当样本点独立同分布时,经过随机抽取样本方

式计算得到的 fi(wt)就是f(w)在wt 处次梯度的

无偏估计．从算法１中可以看出,随机形式的算法就

是将批处理形式的目标函数梯度替换为其无偏估

计．文献[２９]给出了将批处理算法的收敛界转换为

随机算法收敛界的技巧,该技巧对定理１同样成立．
与文献[１９Ｇ２０,２９]完全类似,我们可以将定理１推

广至随机形式得到定理２．

９８６１程禹嘉等:HeavyＧBall型动量方法的最优个体收敛速率
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　　定理２．设f(w)为一般凸函数,取βt＝
t

t＋２
,

αt＝
１

(t＋２)t
,wt 由式(１５)产生,则:

E f(wt)－f(w∗ )[ ] ≤
t

２(１＋t)F ２＋

２t－１
２(１＋t)G ２＋

１
１＋t

(f(w０)－f(w∗ ))．

　　根据定理２,随机 HeavyＧball方法具有最优的

个体收敛速率O(１∕t)．

３　实　　验

本节对算法１的个体收敛速率及其稀疏性的理

论分析进行实验验证．
３．１　实验数据集和比较算法

实验所采用的６个常用标准数据集,分别为

ijcnn１,covtype,a９a,CCAT,RCV１,astroＧphysic．数
据集来源于 LIBSVM 网站① ．表１给出了这６个数

据集的详细描述．

Table１　IntroductionofStandardDatasets
表１　标准数据集描述

Datasets
Training
Samples

Test
Samples

Dimensions Sparsity∕％

ijcnn１ ４９９９０ ９１７０１ ２２ ５９．０９

covtype ５２２９１１ ５８１０１ ５４ ２２．１２

a９a ２４７０３ ７８５８ １２３ １１．２７

CCAT ２３１４９ ７８１２６５ ４７２３６ ０．１６

RCV１ ２０２４２ ６７７３９９ ４７２３６ ０．１６

astroＧphysic ２９８８２ ３２４８７ ９９７５７ ０．０８

实验采用５种随机优化方法进行比较,这些方

法 分 别 为 平 均 形 式 输 出 的 标 准 投 影 次 梯 度 方

法[２５,２７]、线 性 插 值 投 影 次 梯 度 方 法[１９]、NAG 方

法[２０]、平均形式输出的 HeavyＧball方法[１４]以及个

体形式输出的 HeavyＧball方法．从理论分析的角度

来说,这５种随机优化方法的收敛速率均达到了最

优．但在稀疏性方面,个体形式输出的 HeavyＧball方

法与 NAG方法应该具有较好的表现,而平均形式

输出的 HeavyＧball方法、线性插值投影次梯度方法

与标准的投影次梯度方法的稀疏性应该较差．

３．２　实验方法及结论

为公平起见,各算法在每个数据集上均运行１０
次并取平均值作为最后输出．投影次梯度算法及以平

均形式输出的 HeavyＧball算法步长为常数,计算方

法分别取自文献[１４,２７],即α＝１∕t、α＝１∕t＋１,

β＝０．８,迭代次数t＝１００００．线性插值投影次梯度算

法与 NAG方法的步长均与迭代次数有关,根据文

献[１９Ｇ２０]分别取ηk＝１∕k与αk＝１∕kk．在本实验

中,我们调用SLEP工具箱的函数来实现投影的计

算[２８],其中PQ 为l１ 范数球{w:w １≤z}上的投影

算子,根据数据集的不同,z 对应选取不同的值,并
且各算法均取相同的约束参数．

图１为５种算法的收敛速率对比图,其中纵坐

标表示当前目标函数值与目标函数最优值之差．粉
色实线与蓝色实线分别表示标准的投影次梯度方法

与平均形式输出的 HeavyＧball方法的收敛趋势,青
绿色虚线与红色虚线表示线性插值投影次梯度方法

与 NAG方法的收敛趋势,绿色虚线则表示本文提

出的以个体形式输出的 HeavyＧball方法的收敛趋

势．从图１可以看出,５种算法在６个标准数据集上

运行了约５０００步之后,基本都达到１０－２的精度,可
以说均表现出基本相同的收敛趋势,这与理论分析

的结果是吻合的．
图２给出了５种算法在６个标准数据集上的稀

疏性对比,纵坐标表示各算法对应输出方式的稀疏

度．稀疏性通过稀疏度来衡量,稀疏度是指变量中非

零向量所占的百分比,所以稀疏度越高则稀疏性越

差．从图２可以看出,线性插值投影次梯度方法虽然

以个体形式输出,但稀疏性较差．而 HeavyＧball方法

与 NAG方法个体解的稀疏度近乎相同,且都明显

低于以平均形式输出的投影次梯度方法及 HeavyＧ
ball方法．由此可知,HeavyＧball方法的个体输出较

好的保留了个体收敛在稀疏性上独具的优势．
另外,从图２中还可以看出,对于维数较低的前

３个数据库,个体解的稀疏性明显优于平均解,基本

接近数据集的稀疏度(见表１所示),这充分说明个

体解比平均解能更好地描述样本集的稀疏性．但个

体解的稀疏度却存在着震荡现象,这主要是由于算

法的随机性和稀疏度的分母较小导致的．对维数较

高的后３个数据集,个体解同样可以描述数据集的

稀疏度,但稀疏度已经不再震荡,与平均解一样平稳．
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Fig．１　Comparisonofconvergencerate
图１　收敛速率比较图

４　结　　论

与其他优化方法相比,HeavyＧball型动量优化

方法目前所知的主要优势是在目标函数强凸且二次

可微的条件下获得的收敛速率是最快的．本文对非

光滑条件下 HeavyＧball型动量优化方法的收敛性

进行了初步的研究,证明了这种方法可以获得最优

的个体收敛速率．众所周知,在不改变算法的情况

下,梯 度 下 降 方 法 目 前 最 好 的 个 体 收 敛 速 率 是

Shamir和Zhang得到的与最优收敛速率差一个log
因子的个体收敛速率[１８]．显然,本文的结论表明

HeavyＧball型动量技巧是对梯度下降法个体收敛速

率的一种加速策略,并且与 NAG 方法具有相同的

性能．下一步我们将考虑 HeavyＧball型动量优化方

法在正则化和强凸条件下的最优个体收敛速率问

题,我们还会考虑在随机 HeavyＧball型动量优化方

法中引进方差减少技巧进一步提升实际收敛效果．
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Fig．２　Comparisonofsparsity
图２　稀疏度比较图

参 考 文 献

[１] BottouL,CurtisFE,NocedalJ．Optimizationmethodsfor

largeＧscalemachinelearning[J]．SIAM Review,２０１８,６０
(２):２２３３１１

[２] PolyakBT．Somemethodsofspeedinguptheconvergenceof

iteration methods [J]．USSR Computational Mathematics

andMathematicalPhysics,１９６４,４(５):１１７

[３] NesterovY．A methodofsolvingaconvexprogramming

problemwithconvergencerateO(１∕k２)[J]．SovietMathematics

Doklady,１９８３,２７(２):３７２３７６

[４] SutskeverI,MartensJ,DahlGE,etal．Ontheimportance

ofinitializationandmomentumindeeplearning[C]∕∕Procof

theIntConfon Machine Learning(ICML)．New York:

ACM,２０１３:１１３９１１４７

[５] Nemirovsky A S,Yudin D B．Problem Complexity and

MethodEfficiencyinoptimization[M]．New York:WileyＧ

Interscience,１９８３

[６] TsengP．Approximationaccuracy,gradientmethods,and

error bound for structured convex optimization [J]．

MathematicalProgramming,２０１０,１２５(２):２６３２９５

２９６１ 计算机研究与发展　２０１９,５６(８)



[７] BeckA,TeboulleM．AfastiterativeshrinkageＧthresholding

algorithmforlinearinverseproblems[J]．SIAMJournalon

ImagingSciences,２００９,２(１):１８３２０２
[８] HuC,KwokJT,PanW．Acceleratedgradientmethodsfor

stochasticoptimizationandonlinelearning[C]∕∕Procofthe

２３rdIntConfon NeuralInformationProcessingSystems．

NewYork:CurranAssociates,２００９:７８１７８９
[９] LinH,MairalJ,HarchaouiZ．AuniversalcatalystforfirstＧ

orderoptimization[C]∕∕Procofthe２９thIntConfonNeural

Information Processing Systems． New York: Curran

Associates,２０１５:３３８４３３９２
[１０] AllenＧZhu Z．Katyusha:Thefirstdirectacceleration of

stochasticgradient methods [J]．TheJournalof Machine

LearningResearch,２０１７,１８(１):８１９４８２４４
[１１] MahdaviM,ZhangL,JinR．Mixedoptimizationforsmooth

functions [C]∕∕Proc ofthe ２７th Int Conf on Neural

Information Processing Systems． New York: Curran

Associates,２０１３:６７４６８２
[１２] ShangFanhua,JiaoLicheng,ZhouKaiwen,etal．ASVRG:

AcceleratedproximalSVRG [C]∕∕Procofthe１０th Asian

ConfonMachineLearning．Cambridge:JMLR,２０１８:８１５

８３０
[１３] GhadimiE,Feyzmahdavian H R,Johansson M．Global

convergenceoftheheavyＧballmethodforconvexoptimization
[C]∕∕procofthe１４thEuropeanControlConf．Piscataway,

NJ:IEEE,２０１５:３１０３１５
[１４] Yang Tianbao,Lin Qihang,LiZhe．Unifiedconvergence

analysisofstochastic momentum methodsforconvexand

nonＧconvexoptimization [EB∕OL]．(２０１６Ｇ０５Ｇ０４)[２０１８Ｇ１２Ｇ

１３]．https:∕∕arxiv．org∕abs∕１６０４．０３２５７
[１５] XiaoLin．Dualaveragingmethodsforregularizedstochastic

learningand onlineoptimization [J]．Journalof Machine

LearningResearch,２０１０,１１(１):２５４３２５９６
[１６] Xiao Lin,Zhang Tong．A proximalstochastic gradient

method with progressive variance reduction [J]．SIAM

JournalonOptimization,２０１４,２４(４):２０５７２０７５
[１７] ShamirO．Openproblem:Isaveragingneededforstrongly

convexstochasticgradientdescent?[C]∕∕Procofthe２５th

ConfonLearningTheory．NewYork:ACM,２０１２:４７１４７３
[１８] ShamirO,ZhangTong．StochasticgradientdescentfornonＧ

smooth optimization: Convergence results and optimal

averagingschemes [C]∕∕Proc ofthe ２９th Int Confon

MachineLearning．NewYork:ACM,２０１３:７１７９
[１９] TaoWei,PanZhisong,Zhu Xiaohui,etal．TheOptimal

individualconvergencerateforthe projected subgradient

methodwithlinearinterpolationoperation [J]．Journalof

ComputerResearchandDevelopment,２０１７,５４(３):５２９

５３６(inChinese)

(陶蔚,潘志松,朱小辉,等．线性插值投影次梯度方法的最

优个体收敛速率[J]．计算机研究与发展,２０１７,５４(３):５２９

５３６)

[２０] TaoWei,PanZhisong,Chu Dejun,etal．Theindividual

convergenceof projected subgradient methods using the

Nesterov􀆳s stepＧsize strategy [J]． Chinese Journal of

Computers,２０１８,４１(１):１６４１７６(inChinese)

(陶蔚,潘志松,储德军,等．使用 Nesterov步长策略投影次

梯度方法的个体收敛性[J]．计算机学报,２０１８,４１(１):１６４

１７６)

[２１] TaoWei,PanZhisong,WuGaowei,etal．Primalaveraging:

Anewgradientevaluationsteptoattaintheoptimalindividual

convergence[J]．IEEETransactionsonCybernetics,２０１８．DOI:

１０．１１０９∕TCYB．２０１８．２８７４３３２
[２２] Zinkevich M．Onlineconvexprogrammingandgeneralized

infinitesimalgradientascent[C]∕∕Procofthe２０thIntConf

onMachineLearning．NewYork:ACM,２００３:９２８９３６
[２３] DuchiJ,ShalevＧShwartz S,Singer Y,et al．Efficient

projectionsontothel１Ｇballforlearninginhighdimensions
[C]∕∕Procofthe２５thIntConfon Machinelearning．New

York:ACM,２００８:２７２２７９
[２４] LiuJun,YeJieping．EfficientEuclideanprojectionsinlinear

time[C]∕∕Procofthe２６th AnnualIntConfon Machine

Learning．NewYork:ACM,２００９:６５７６６４
[２５] AgarwalA,BartlettPL,RavikumarP,etal．InformationＧ

theoreticlowerboundsontheoraclecomplexityofstochastic

convexoptimization[J]．IEEE TransactionsonInformation

Theory,２０１２,５８(５):３２３５３２４９
[２６] ShalevＧShwartzS,Singer Y,Srebro N,etal．Pegasos:

Primal estimated subＧgradient solver for svm [J]．

MathematicalProgramming,２０１１,１２７(１):３３０
[２７] DuchiJC．Introductorylecturesonstochasticoptimization

[EB∕OL]．２０１０ [２０１８Ｇ１２Ｇ１８]．http:∕∕web．standford．edu∕~

jduchi
[２８] LiuJun,JiShuiwang,YeJieping．SLEP:Sparselearning

withefficientprojections[EB∕OL]．(２０１０Ｇ１０Ｇ０８)[２０１８Ｇ１２Ｇ

３１]．http:∕∕www．public．asu．edu∕~jye０２∕Software∕SLEP
[２９] RakhlinA,ShamirO,SridharanK．Makinggradientdescent

optimalforstronglyconvexstochasticoptimization [C]∕∕

Procofthe２９thIntConfonMachineLearning．NewYork:

ACM,２０１２:４４９４５６

Cheng Yujia, born in １９９６． Master

candidate．Her main research interests

includeconvexoptimizationalgorithmsand

itsapplicationinmachinelearning．

TaoWei,bornin１９９１．PhDcandidate．His
main research interests include convex
optimizationalgorithmsanditsapplication
inmachinelearning．

３９６１程禹嘉等:HeavyＧBall型动量方法的最优个体收敛速率



Liu Yuxiang, born in １９９２． Master
candidate．His main research interests
includeconvexoptimizationalgorithmsand
itsapplicationinmachinelearning．

Tao Qing,bornin１９６５．Professorand
PhDsupervisor．Senior memberofCCF．
Hismainresearchinterestsincludepattern
recognition,machinelearningandapplied
mathematic

　　附录１．正文引理１证明．
我们使用Zinkevich证明在线优化时采用的迭

代技巧[２２]进行整理:

∑
t

k＝１
{１
２ηk

(wk －w∗ )２－(wk＋１－w∗ )２[ ] ＋

G ２

２ ηk}≤
１

２η１
(w１－w∗ )２－

１
２ηt

(wt＋１－w∗ )２＋

１
２∑

t

k＝２

１
ηk

－
１

ηk－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ (wk －w∗ )２＋∑

t

k＝１

G ２

２ ηk ≤

F ２ １
２η１
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１
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t

k＝１

１
ηk

－
１

ηk－１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú＋

G ２

２ ∑
t

k＝１
ηk ≤ F ２ １

２ηt
＋

G ２

２ ∑
t

k＝１
ηk．

当ηt＝
１
t

时,

∑
t

k＝１
ηk ＝∑

t

k＝１

１
k

≤１＋∫
t

k＝１

dk
k

≤

１＋ ２ k[ ]
t
１ ≤２t－１．

引理１得证．
附录２．正文定理１证明．
根据式(１３)有:

wt＋１＋pt＋１－w∗ ２≤ wt＋pt－w∗ ２－
４αt

１－βt
􀎮wt＋t(wt－wt－１)－w∗ ,f(wt)􀎯＋

２αt

１－βt

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

f(wt)２
２＝

wt＋pt－w∗ ２－
４αt

１－βt
􀎮wt－w∗ ,f(wt)􀎯－

４αtt
１－βt

􀎮wt－wt－１,f(wt)􀎯＋
２αt

１－βt

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

f(wt)２
２．

将βt＝
t

t＋２
,αt＝

１
(t＋２)t

代入:

wt＋１＋pt＋１－w∗ ２≤ wt＋pt－w∗ ２－
２
t

􀎮wt－w∗ ,f(wt)􀎯－
２t
t

􀎮wt－wt－１,f(wt)􀎯＋

１
t f(wt)２

２．

不等式左右两边同乘t:

t wt＋１＋pt＋１－w∗ ２＋
２(t＋１)(f(wt)－f(w∗ ))≤

t wt＋１＋pt＋１－w∗ ２＋

２t(f(wt－１)－f(w∗ ))＋
１
t

f(wt)２
２,

２(t＋１)(f(wt)－f(w∗ )≤
２(f(w０)－f(w∗ ))＋

∑
t

k＝１
k(wt＋pt－w∗ ２－

wt＋１＋pt＋１－w∗ ２)＋ ∑
t

k＝１

１
k

f(wk)２
２．

根据引理１得:

f(wt)－f(w∗ )≤
t

２(１＋t)F ２＋

２t－１
２(１＋t)G ２＋

１
１＋t

(f(w０)－f(w∗ ))．

定理１得证．
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