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Abstract　WiththeinＧdepthadvancementofinformationaleducationandtherapiddevelopmentof
onlineeducation,alargeamountoffragmentededucationaldataaregeneratedduringthelearning
processofstudents．Howto mineandanalyzetheseeducationalbigdatahasbecomeanurgent
problemintheeducationandtheknowledgeengineeringwithbigdatafields．Asforthedynamic
educationdata,knowledgetracingmodelstracethecognitivestatusofstudentsovertimebyanalyzing
thestudents􀆳exercisingdatageneratedinthelearningprocess,soastopredicttheexercising
performanceofstudentsinthefuturetime．Inthispaper,knowledgetracingmodelsineducationalbig
dataarereviewed,analyzed,anddiscussed．Firstly,knowledgetracingmodelsareintroducedindetail
from theperspectiveoftheirprinciples,steps,and modelvariants,includingtwo mainstream
knowledgetracing models based on Bayesian methodsand deeplearning methods．Then,the
application scenarios of knowledge tracing models are explained from five aspects:student
performanceprediction,cognitivestateassessment,psychologicalfactoranalysis,exercisesequence,

andprogrammingpractice．ThestrengthsandweaknessesinBayesianknowledgetracingmodelsand
DeepKnowledge Tracing modelsarediscussedthroughthetwoclassic modelsBKT and DKT．
Finally,somefuturedirectionsofknowledgetracingmodelsaregiven．

Keywords　educationalbigdata;knowledgetracing;studentmodel;Bayesianknowledgetracing;

deeplearning

摘　要　教育信息化的不断推进和在线教育的蓬勃发展产生了海量的教育数据,如何挖掘和分析教育大

数据成为了教育领域和大数据知识工程领域亟待解决的问题．认知跟踪模型通过获取学生作答习题的

得分表现,追踪学生随时间变化的认知状态,从而预测学生在未来时间的作答表现．对教育大数据中



认知跟踪模型进行了回顾、分析和展望．首先从模型的原理、步骤和方法等维度详细介绍了认知跟踪模

型,包括基于贝叶斯方法和深度学习方法２类认知跟踪模型．同时,从学生作答表现预测、认知状态评

估、心理因素分析、习题序列分析和编程练习５个方面阐述认知跟踪模型的应用情景．最后,以经典的贝

叶斯认知跟踪模型和深度认知跟踪模型为例分析了２类模型的优缺点,并探讨和展望认知跟踪模型未

来可能的研究方向．
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　　教育信息化的不断发展产生了海量的教育数

据,如何对教育大数据进行挖掘和分析成为了教育

领域[１]和大数据知识工程领域[２Ｇ５]亟待解决的问题．
由于学生在学习过程中的行为表现、认知状态和心

理因素是评估其学习成效的关键因素[６],且这些因

素随着时间的推移不断变化,因此构建面向动态学

习数据的学生模型具有重要的研究意义．认知跟踪

(knowledgetracing,KT)模型[７]旨在面向学生不

同时刻作答习题的得分表现数据,跟踪学生的认知

状态并预测学生在未来时刻的作答表现,具有重要

的研究价值和广泛的应用前景[８Ｇ１０]．
如图１所示,认知跟踪模型属于面向动态数据

的学生模型．在认知跟踪模型中,学生对习题的作答

表现为可观测的变量,学生的认知状态为不可观测

的隐变量[１１]．１９９４年 Corbett等人[７]基于包含观测

变量和隐变量的隐 Markov模型(hidden Markov
model,HMM)构建了贝叶斯认知跟踪(Bayesian
knowledgetracing,BKT)模型．随后,学者们分别从

变量表示方式、数据特征信息、建模方法等方面展开

了对认知跟踪模型的研究．针对变量表示方式,部分

认知跟踪模型(包括BKT模型)采用“０Ｇ１”二元表示

方法,分别表示隐变量中学生的“未掌握 掌握”认知

状态及观测变量 中 学 生 的 “错 误 正 确”作 答 表

现[１２Ｇ１４];除二元表示方法外,部分认知跟踪模型采用

多元表示方法增强模型的表示能力[１５Ｇ１８]．针对数据

特征信息,部分认知跟踪模型通过结合数据中的习

题[１０Ｇ１１,１９Ｇ２０]、知识点[２１Ｇ２３]、时间[１３Ｇ１４,２４]等信息提升模

型拟合的精度．针对建模方法,现有认知跟踪模型中

２类主流的建模方法为贝叶斯方法[１８,２５Ｇ３０]和深度学

习方法[１０,３１Ｇ３８]．

Fig．１　Mindmapofknowledgetracingmodelsineducationalbigdata
图１　教育大数据中认知跟踪模型的思维导图

　　本文从建模方法的角度回顾了认知跟踪模型的

发展,详细介绍了基于贝叶斯方法和深度学习方法

２类认知跟踪模型．据我们所知,目前关于认知跟踪

模型的综述型研究较少．文献[３９]主要分析了贝叶

斯方法的认知跟踪模型,未分析其他建模方法的认

知跟踪模型．文献[４０Ｇ４３]是学生模型的综述,其中

认知跟踪模型作为综述中的一个部分,并未详细展

开介绍．文献[４４Ｇ４７]在性能、精度等方面比较了认

知跟踪模型与其他模型．文献[３９Ｇ４７]未对认知跟踪

模型进行系统、全面地梳理．本文通过检索计算机领

域及教育领域的期刊和会议,从建模方法的角度详

细分析了教育大数据中认知跟踪模型的发展趋势,
同时介绍了模型的应用情况,对不同类型的认知跟

踪模型进行比较、分析和展望．本文的具体贡献有３
个方面:

１)对教育大数据中的认知跟踪模型进行全面

梳理,分别从模型原理、算法步骤、模型的扩展和改

进等方面详细介绍认知跟踪模型;

２)分别对基于贝叶斯和深度学习方法的２类

认知跟踪模型进行介绍,将２类模型按照数据特征信

息、方法策略等方面归类整理;

３)对比了现有认知跟踪模型的优缺点,并从模
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型的参数寻优、可解释性与精度的权衡、部分假设与

实际情况不符等角度分析了未来认知跟踪模型有待

研究的方向．

１　相关工作

本节首先介绍教育数据挖掘的相关工作,随后

分别对面向静态学习数据的认知诊断模型及面向动

态学习数据的认知跟踪模型进行概述,最后分析本

文与其他相关综述文章的区别．
１．１　教育数据挖掘

教育数据挖掘[４８]通过数据挖掘技术处理教育

大数据,从而获取教育系统中有价值的信息．图２是

一个教育系统示意图,模型中有３个主要角色,分别

是知识库(knowledgebase)、学生(students)和教师

(teachers)．知识库是教育系统的基础;学生与教师

之间 通 过 评 估 系 统 (assessmentsystem)或 习 题

(items)交互,具体为:

１)知识库．在教育数据挖掘的相关研究中,通
常将知识库视为知识点的集合,知识点之间可能存

在树状或网状关系．知识库的自动构建是知识库模

型[４９]的重要研究方向．
２)学生．基于学生的学习过程可评估认知状

态、分析心理因素、预测行为表现．学生模型的研究

包括针对单个学生的认知状态提出的个性化学习方

案和基于学生群体的相似性和差异性提出的协同学

习方案等．
３)教师．教师可通过追踪学生对习题的作答表

现掌握学生的学习状态;通过评估系统的反馈分析

学生的认知情况、交互心理等．此处的“教师”为广义

上的“教师”,即按照课堂教育和在线教育２种教育

方式,教师可被划分为教职人员和在线平台２类．

Fig．２　Toymodelofeducationalsystem
图２　教育系统示意图

　　根据研究对象的不同,教育数据挖掘的相关研

究包括面向学生、面向教师以及面向知识库的相关

模型和方法:１)面向学生的模型和方法:包括评估或

跟踪学生认知状态的模型(如认知诊断模型[５０]、认
知跟踪模型[７,３１]等)及学习资源的个性化推荐[５１Ｇ５４]、
协同学习的推荐算法[５５Ｇ５７]等;２)面向教师的模型和

方法:包括试卷的自动评估和评分等,如计算机自适

应测验(CAT)可针对学生的测验情况精准定位测

验内容、评估试卷的合理性等[５８Ｇ５９];３)面向知识库的

模型和方法[４９]．
１．２　认知诊断模型概述

由图１可知,学生模型包括面向静态学习数据

和动态数据的模型．与面向动态学习数据的认知跟踪

模型不同,经典的认知诊断模型旨在对静态学习数据

进行建模分析．认知诊断模型[５０](cognitivediagnosis
model,CDM)基于教育学、统计学和计算机科学,
通过对习题与知识点的关联关系及学生的答题情

况,得到学生的知识点掌握情况．目前已有上百种认

知诊断模型,包括规则空间模型[６０](rulespacemodel,

RSM)、属性层次模型[６１](attributehierarchymodel,

AHM)、DINA[６２](deterministicinput,noisyANDＧ
gate)模型等．

DINA模型是CDM 中应用十分广泛的模型．该
模型假设每个习题都关联１个或多个知识点,通过

分析学生的作答表现、并考虑“猜测”和“失误”等心

理因素对学生进行诊断分析．其中,习题与知识点的

关联关系通常使用Q矩阵表示．与认知跟踪模型不同

的是,认知诊断模型中的学生作答数据不包含学生
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作答习题的时间特性．然而,时间特性在分析学生的

认知状态中具有重要的意义．因此,作为对动态学习

数据建模的模型,认知跟踪模型在教育大数据领域

值得深入研究．
１．３　认知跟踪模型概述

认知跟踪模型面向动态学习数据建模,基于学

生在学习过程中对习题作答表现的数据,跟踪学生

随时间的变化对知识点的掌握情况[７]．如图３所示,

认知跟踪模型从建模方法上可分为基于贝叶斯方法

的认知跟踪模型(详见第２节)和基于深度学习的认

知跟踪模型(详见第３节)．
前者出现最早的模型是 Corbett等人[７]提出的

BKT模型,后者是以２０１５年 Piech等人[３１]提出的

DKT(deepknowledgetracing)模型为代表．BKT和

DKT模型提出之后,学者们基于 BKT 和 DKT 提

出了很多的扩展模型．

Fig．３　Classificationofknowledgetracingmodels
图３　认知跟踪模型的分类

１．３．１　问题背景

认知跟踪旨在根据学生在不同时刻的习题作答

数据,分析学生认知状态的变化、并预测他们在未来

时刻的作答表现．假设学生在每个时间步作答一道

习题,该模型的形式化定义中涉及到的符号如表１
所示:

Table１　NotationsandDescriptionsinKnowledgeTracing
表１　认知跟踪模型中涉及的符号及描述

Notation RangeofParameters Definition

Notations
inSection１

Si i∈{１,２,􀆺,I} TheiＧthstudent,wherethenumberofstudentsisI．

i t∈{１,２,􀆺,T} ThetＧthtimestep,wherethenumberoftimestepsisT．

KCq q∈{１,２,􀆺,Q} TheqＧthknowledgecomponent,wherethenumberofknowledge
componentsisQ．

Eti i∈{１,２,􀆺,I},t∈{１,２,􀆺,T} TheitemofstudentSiattimestept．

yti i∈{１,２,􀆺,I},t∈{１,２,􀆺,T} TheobservationitemscoreofstudentSiattimestept．

yT＋１i i∈{１,２,􀆺,I} ThepredictionitemscoreofstudentSiattimestepT＋１．

kt
q,i

t∈{１,２,􀆺,T},i∈{１,２,􀆺,I},
q∈{１,２,􀆺,Q}

ThecognitivestateforknowledgecomponentsqofstudentSiattime
stept．

Kt
i Kt

i⊆{KCq},q∈{１,２,􀆺,Q} ThesetofknowledgecomponentsrelatedtotheitemEti．

Notationsin
Section２

kq,t q∈{１,２,􀆺,Q},t∈{１,２,􀆺,T} Latentvariablesofknowledgecomponentqattimestept．
yq,t q∈{１,２,􀆺,Q},t∈{１,２,􀆺,T} Observationvariablesofknowledgecomponentsqattimestept．

P(L０),P(L０) Probabilityoflearnedstateattimestep０andt,respectively．
P(T),P(G),P(S) Transition,guessing,andslippingprobabilities,respectively．

i Anitem．
j Astudent．

dq,i q∈{１,２,􀆺,Q},i∈{１,２,􀆺,I} Difficultyofitemirelatedtoknowledgecomponentq．
θq,j q∈{１,２,􀆺,Q},j∈{１,２,􀆺,J} Abilityofstudentjrelatedtoknowledgecomponentq．
aq,t q∈{１,２,􀆺,Q},t∈{１,２,􀆺,T} Affectcomponentofknowledgecomponentqattimestept．
bq,t q∈{１,２,􀆺,Q},t∈{１,２,􀆺,T} Engagementcomponentofknowledgecomponentsqattimestept．
a,δ Parameterstopersonalizetheguessingandslippingprobabilities．
σ２α,σ２δ VariancesdrawnfromaninverseＧGammaＧdistributedconjugateprior．

yt,kt,ot t∈{１,２,􀆺,T} Input,hidden,andoutputvectorsattimestept,respectively．
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　　已知I 个学生的集合{Si},i∈{１,２,􀆺,I};

Q 个知识点的集合{KCq},q∈{１,２,􀆺,Q};I 个学

生在时间步t作答习题Et
i 的得分为集合{yt

i},i∈
{１,２,􀆺,I},t∈{１,２,􀆺,T}．学生Si 在时间步t作

答的习题Et
i 涉及到知识点集合Kt

i⊆{KCq},q∈
{１,２,􀆺,Q},其中 Kt

i 可能未知．认知跟踪问题中

２个常见的求解目标分别是:

１)求解学生在不同时刻的认知状态{kt
q,i},i∈

{１,２,􀆺,I},t∈{１,２,􀆺,T},q∈{１,２,􀆺,Q},其
目标函数为

argmin
􀭹yT＋１ ∑

I

i＝１
g(􀭹yT＋１

i ,yT＋１
i )( ) , (１)

其中,􀭹yT＋１ ＝ {􀭹yT＋１
i },i∈ {１,２,􀆺,I};g(􀭹yT＋１

i ,

yT＋１
i )为预测值􀭹yT＋１

i 与真实值yT＋１
i 的误差．

２)预测学生在时刻(T＋１)的作答表现􀭹yT＋１
i ,

i∈{１,２,􀆺,I},其目标函数为

argmax
k ∑

I

i＝１
∑
Q

q＝１
f(kt

q,i;yt
i,Kt

i)( ) , (２)

其中,k＝{kt
q,i},t∈{１,２,􀆺,T},q∈{１,２,􀆺,Q},

i∈{１,２,􀆺,I};Kt
i 表示学生Si 在时间步t作答的

习题Et
i 涉及到知识点集合,f(kt

q,i;yt
i,Kt

i)表示学

生Si 在认知状态kt
q,i条件下作答习题Et

i 的得分yt
i

的概率．
认知跟踪框架示意图如图４所示:１)模型的输

入为I个学生在T 个时间步作答不同知识点习题

的观测得分．任意习题涉及到１个或多个知识点,习
题涉及到知识点的不同情况如图４中圆角框所示．
即该习题可能只涉及到单个知识点,也可能涉及到

多个知识点;用户标注的多个知识点可能相互独立、
也可能是相关的;习题涉及到的知识点可能是已知

的,也可能是未知的．２)针对观测得分数据,通过贝

叶斯网络、深度学习等模型进行拟合、参数寻优,可
得到每个学生的认知跟踪子模型．３)认知跟踪模型

可应用于对学生在未来时刻的作答情况进行预测,
以及在已知习题与知识点的关联关系的情况下,分
析学生在每个时间步下对每个知识点的掌握状态．

Fig．４　Frameworkofknowledgetracing(assumingthatastudentanswersonlyoneitematatimestep)

图４　认知跟踪框架示意图 (假设学生在每个时间步作答１道习题)

１．３．２　模型的评价指标

在认知跟踪模型中常见的评价指标为:对数似然

(logＧlikelihood,LL)、均方根误差(rootmeansquared
error,RMSE)、平均绝对误差(meanabsoluteerror,

MAE)、ROC曲线下方的面积大小(areaunderthe
curve,AUC)[６３Ｇ６４]．不同的应用场景下可选择不同

的评 价 指 标,如 经 典 的 参 数 估 计 方 法 EM 算 法

(expectationmaximization)[６５]通常使用LL拟合参

数．LL[６６],RMSE[６７],MAE[６８]的计算分别为

metricsLL ＝∑
n

i＝１

[cilg(pi)＋

(１－ci)lg(１－pi)], (３)

metricsRMSE ＝
１
n∑

n

i＝１

(ci－pi)２ , (４)
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metricsMAE ＝
１
n∑

n

i＝１
ci－pi , (５)

其中,n 表示预测数据的个数,ci 表示第i个预测数

据,pi 表示第i个真实数据．对应至认知跟踪模型,n
表示学生作答的习题个数,ci 和pi 分别表示学生作

答第i道习题得分的预测值和真实值．
在认知跟踪模型的评价指标研究中,文献[６３]

对比了LL,RMSE,AUC这３个指标在认知跟踪的

参数估计中的效果,发现 RMSE比其余２个评价指

标对参数估计具有更强的指引效果,使模型预测达

到最佳性能．文献[６４]通过对比分析得到 RMSE和

LL更加适合参数估计的场景,而 AUC在评价模型

最终结果方面效果更佳,因此大多数研究以 AUC
作为模型的最终评价指标．
１．３．３　公开数据集

现有认知跟踪模型的实验拟合部分的数据多数

采用学生与在线平台交互的习题作答数据．为方便

研究者对认知跟踪模型进行更好的研究和发展,本
文对目前网络上公开的数据集进行了不完全归纳统

计,如表２所示:

Table２　ListofPublicDatasets
表２　公开数据集列表

Dataset Website Author

ASSISTmentsData https:∕∕sites．google．com∕site∕assistmentsdata∕home
Heffernan

WorcesterPolytechnicInstitute

Datashop https:∕∕pslcdatashop．web．cmu．edu∕ CarnegieMellonUniversity

Anonymizeddata https:∕∕code．org∕research Code．org

Synathetic https:∕∕github．com∕chrispiech∕DeepKnowledgeTracing∕tree∕master∕data∕synthetic Piechetal．

　　ASSISTmentsData是 Heffernan教授团队公

开发布的数据集,该数据集是由教辅系统获得的小

学数学习题的学生答题记录,是目前公开的认知跟

踪领域最大的数据集[３１]．ASSISTmentsData提供了

３组数据:１)２００９—２０１０ASSISTmentData数据集

包括Skillbuilder数据(４０１７５７条学生作答记录)
和Nonskillbuilder数据(６０３１２９条学生作答记录)

２个子数据集．其中,Skillbuilder的含义为:若某学

生作答数据满足某一条件(如连续正确作答３次与

该知识点相关的习题),则视为该学生已掌握该知识

点,从而不会再给该学生推荐该知识点的相关习题．
２)２０１２—２０１３SchoolDatawithAffect数据集含

６１２３２７１条学生作答记录．其中,Affect[６９]的含义

为:数据中包括与学生心理因素相关的４个特征

Average_confidence(FRUSTRATED),Average_

confidence(CONFUSED),Average _confidence
(CONCENTRATING),Average _ confidence
(BORED)．３)２０１５ASSISTmentsSkillBuilderData
数据集含 ７０８６３２ 条学生作答记录．该数据集为

２０１５年收集的Skillbuilder数据．
Datashop是最大的学习交互数据存储库,供教

育数据挖掘者、课程开发人员、教育技术研究者、心
理学家等各界人士上传和使用．Datashop中包括数

学、化学、物理、英语、汉语等多门课程的学习交互数

据,时间跨度为１９６９—２０１８年且持续更新中,每个

数据集的数据特征也不尽相同．因此,Datashop对于

包括认知跟踪领域在内的教育大数据研究工作具有

十分重要的支撑作用．
Anonymizeddata公开了２次计算机编程挑战

(Hoc４和 Hoc１８)的用户交互数据集,时间跨度为

２０１３Ｇ１２—２０１４Ｇ０３．其中,Hoc４和 Hoc１８分别包含

５０９４０５个学生、１１３８５０６次提交记录;２６３５６９个学

生、１２６３３６０次提交记录．
Synathetic是深度认知跟踪模型 DKT 的作者

Piech等人[３１]构建的模拟数据,包含４０００个学生、

５０个习题、２０万条学生答题记录．
本节介绍的４类认知跟踪领域中常用的公开数

据集,不同数据集的规模、数据特征有所不同,研究

者可以根据研究内容选择不同的数据集．
１．４　本文与现有综述的区别

本节将介绍现有认知跟踪相关综述,并分析与

本文的区别．
认知跟踪模型属于学生模型,因此本节首先列

出学生模型的相关综述．此类综述以学生模型为对

象,认知跟踪模型作为子类模型,未对其进行系统地

介绍和分析．文献[４０Ｇ４３]是关于学生模型的综述．文
献[４０]围 绕 智 能 辅 导 系 统 (intelligenttutoring
system,ITS)的学生模型展开．文献[４１]从理论技

术的角度梳理学生模型,包括叠加模型(overlay
model)、机器学习 (machinelearning)、认 知 理 论
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(cognitivetheories)、模糊学生模型(fuzzystudent
modeling)、贝叶斯网络(Bayesiannetwork)等．文献

[４２]详细阐述了在特定的情境下如何选择学生模型

的问题,对开发者和研究者提出了可能的研究方向．
文献[４３]从知识状态、认知行为、情感因素和综合类

型４个方面对学生模型进行了梳理．这些文献涉及

到认知跟踪模型的内容较少,而本文着重从原理、方
法步骤、比较分析、发展历程、应用等不同的维度详

细介绍认知跟踪模型．
据我们所知,现有认知跟踪模型的综述只有文

献[３９]．文献[３９]从知识点、学生和数据３个方面分

析了认知跟踪模型在教育领域上的应用．但该文献

侧重于分析贝叶斯方法的认知跟踪模型,没有讨论

其他建模方法的认知跟踪模型．与该文献相比,本文

对教育大数据中认知跟踪模型的回顾和分析更加系

统和全面,梳理并比较了不同建模方法的认知跟踪

模型．
另外,一些非综述类文献中介绍了认知跟踪模

型与其他模型的对比分析情况[４４Ｇ４７]．文献[４４]将认

知跟踪模型与常规的随机对照试验(randomized
controlledtrial,RCT)、学习分解(learningdecomＧ
position)进行比较,分别从模型的目的、输入、假设

条件３个方面进行评估．文献[４５]将认知跟踪模型

与表 现 因 素 分 析 (performancefactoranalysis,

PFA)方法从预测精度和参数的合理性２方面进行

比较;同时研究不同的参数拟合方法———最大期望

(expectationmaximization,EM)方法和 BF(brute
force)方法的认知跟踪模型 KT＋EM 与 KT＋BF
的性能,结果发现 KT＋EM 的性能优于 KT＋BF．
文献[４６]从学生作答表现的预测方面比较了认知跟

踪模型与PFA方法．文献[４７]将认知跟踪模型与智

能辅导系统中经常使用的连续正确响应进行了实验

对比．文献[４４Ｇ４７]通过理论证明或实验分析的方式

将认知跟踪模型与其他相关的学生模型进行比较,
侧重点是分析了认知跟踪模型与其他特定模型在预

测性能、参数拟合等方面的表现．而本文则系统地介

绍了认知跟踪模型的发展历程和模型的应用,比较

了不同建模方法模型的优缺点,并对未来的研究方

向进行了展望．

２　基于贝叶斯方法的认知跟踪模型

本节介绍基于贝叶斯方法的认知跟踪模型,首

先解释了经典贝叶斯认知跟踪模型BKT的原理和

步骤,对BKT模型的相关文献进行梳理;然后介绍

了其他基于 BKT 扩展的贝叶斯认知跟踪模型、开
发工具和公开源码．
２．１　BKT模型

１９９４年Corbett等人[７]提出BKT模型,在学生

使用智能辅导系统过程中(此处指学生使用 ACT
ProgrammingTutor短程序编写系统进行 Lisp语

言编程练习),基于 HMM[７０]构建学生认知状态变

化的模型,监测和估计学生掌握知识点的概率．
HMM 描述离散时间序列上的概率分布Y＝

(y１,y２,􀆺,yt,􀆺,yT),它取决于隐状态序列 X＝
(x１,x２,􀆺,xt,􀆺,xT )．其 中,Y 称 为 观 测 序 列

(observation),X 称为隐状态(hiddenstate),Y 与

X 均是离散序列．t表示时间步．即时间步t的观测

变量yt 只与xt 有关,称xt 至yt 的概率为发射概

率(emissionprobability),记为 P(yt|xt)．从时间

步１~T,隐状态序列从x１ 逐步转移成xT,任意一

个时间步的隐状态xt 至下一个时间步的隐状态

xt＋１称为转移概率 (transitionprobability),记 为

P(xt＋１|xt)．
如图５(a)所示,BKT模型将学生作答表现序列

定义为 HMM 模型中的观测序列(对应图５(a)中的

阴影圆圈);学生对知识点的认知状态定义为 HMM
模型中的隐状态(对应图５(a)中的非阴影圆圈)．
P(Lt)表示时间步t时学生掌握知识点q 的概率,

P(L０)表示初始时间步时学生掌握知识点q 的概

率．如图５(b)所示,作答表现存在“正确”(correct)和
“错误”(incorrect)２种取值(对应图５(b)中的２个

菱形);认知状态的取值存在“已掌握状态”(learned
state)和“未掌握状态”(unlearnedstate)２种取值

(对应图５(b)中的２个切角矩形)．P(G)是猜测概

率,意为在学生的认知状态处于“未掌握状态”时,学
生的作答表现为“正确”的概率;P(S)失误概率,意
为在学生的认知状态处于“掌握状态”时,学生的作

答表现为“不正确”的概率;P(T)为转移概率,指学

生的认知状态从“未掌握状态”变成“掌握状态”的概

率．需要注意的是,BKT基于３点假设进行建模:

１)每一次练习仅与一个知识相关;

２)忽略学生的认知遗忘因素,即学生对知识的

认知状态可以由“未掌握状态”转移至“掌握状态”,
但反之概率为０;
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Fig．５　ModelofBKT[１７]

图５　BKT模型[１７]

３)学生的转移概率P(T)不变[１５],与学生作答

表现、作答正确次数无关．
BKT的具体步骤如下[７]:

Step１．将一个学生针对１个知识点的作答数据

建模为如图５所示的BKT模型．
Step２．初始化P(L０),P(T),P(G),P(S)这

４个参数的取值,时间步t＝１．
Step３．根据时间步t的观测值yq,t计算时间步

t－１ 的知识点掌握条件概率 P(Lt－１|yq,t),若

yq,t＝Correct,则

P(Lt－１|yq,t＝Correct)＝

　
P(Lt－１)(１－P(S))

P(Lt－１)(１－P(S))＋(１－P(Lt－１))P(G)．(６)

若yq,t＝Incorrect,则

P(Lt－１|yq,t＝Incorrect)＝
P(Lt－１)P(S)

P(Lt－１)P(S)＋(１－P(Lt－１))(１－P(G))．(７)

Step４．使用时间步t－１的条件概率P(Lt－１|
yq,t)更新时间步t学生掌握该知识点的概率P(Lt)．

P(Lt)＝P(Lt－１|yq,t)＋
(１－P(Lt－１|yq,t))P(T)． (８)

Step５．更新４个参数的值,t＝t＋１．
Step６．返回Step３,直至时间步t＝T,得到４个

参数的解．
Step７．返回 Step２,直至算法终止条件,得到

BKT模型．
在得到４个参数的最优解后,即可评估学生的

认知状态．当学生作答正确时,学生的认知状态为

P(Lt|yq,t＝Correct)＝P(Lt)(１－P(S))＋
(１－P(Lt))×P(G)． (９)

当学生作答错误时,学生的认知状态为

P(Lt|yq,t＝Incorrect)＝P(Lt)P(S)＋
(１－P(Lt))×(１－P(G))． (１０)

除了评估学生的认知状态,还可以预测学生在

下一时间步的作答表现,即计算学生在下一时间步

学生正确作答习题的概率:

P(yq,t＋１＝Correct)＝P(Lq,t＋１)(１－P(S))＋
(１－P(Lq,t＋１))P(G)． (１１)

在此,对式(６)~(１１)进行详细解释:
由 HMM 性质知,当前时间步的状态仅与当前

时间步的观测结果及上一时间步的状态有关,因此

时间步t时学生对知识点q的掌握概率P(Lt)的更

新如式(８)．其中,yq,t表示当前时间步t时的观测结

果,yq,t∈{Correct,Incorrect};P(Lt－１|yq,t)表示上

一时间步的掌握概率的条件概率,１－P(Lt－１|yq,t)
表示在当前时间步t的观测结果下上一时间步未掌

握的概率;P(T)表示由未掌握状态转移至掌握状

态的概率．式(８)中的P(Lt－１|yq,t),yq,t∈{Correct,

Incorrect}的计算如式(６)(７)．
式(６)计算在时间步t的观测值为作答正确的

情况下,时间步t－１的知识点掌握条件概率P(Lt－１|
yq,t＝Correct)．分母为时间步t观测值为作答正确的

所有情况的概率之和:１)时间步t－１学生掌握知识

点且学生对该习题无失误;２)时间步t－１学生没有

掌握知识点且学生对该习题猜测正确．分子为上述２
种情况中“时间步t－１学生掌握知识点”的概率．因此

求得P(Lt－１|yq,t＝Correct)．
式(７)计算在时间步t的观测值为作答错误的情

况下,时间步t－１的知识点掌握条件概率P(Lt－１|
yq,t＝Incorrect)．同式(６),分母为时间步t观测值

为作答错误的所有情况的概率之和:１)时间步t－１
学生掌握知识点且学生对该习题有失误;２)时间步

t－１学生没有掌握知识点且学生对该习题无猜测．
分子为上述２种情况中“时间步t－１学生掌握知识

点”的概率．因此求得P(Lt－１|yq,t＝Incorrect)．
式(８)计算时间步t学生掌握该知识点的概率
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P(Lt)为下列２种情况的概率之和:１)基于时间步t
的观测值情况下,时间步t－１学生掌握知识点;

２)基于时间步t的观测值情况下,时间步t－１学生

没有掌握知识点的概率与转移概率的乘积．因此求

得P(Lt)．
式(９)在时间步t学生作答正确的情况下,评估

学生认知状态,即在时间步t学生作答正确的情况

下,学生掌握该知识点的概率P(Lt|yq,t＝Correct)
为以下２种情况的概率之和:１)学生在时间步t掌

握该知识点且对该习题无失误;２)学生在时间步t
未掌握该知识点且对该习题猜测正确．因此求得

P(Lt|yq,t＝Correct)．
式(１０)在时间步t学生作答错误的情况下,评

估学生认知状态,即在时间步t学生作答错误的情

况下,学 生 掌 握 该 知 识 点 的 概 率 P (Lt|yq,t ＝
Incorrect)为以下２种情况的概率之和:１)学生在时

间步t掌握该知识点且对该习题有失误;２)学生在

时间步t未掌握该知识点且对该习题无猜测．因此

求得P(Lt|yq,t＝Incorrect)．
式(１１)用以预测时间步t＋１学生正确作答习

题的概率P(yq,t＋１＝Correct)为以下２种情况的概

率之和:１)在时间步t＋１学生掌握该知识点且无失

误;２)在时间步t＋１学生未掌握该知识点且猜测正

确．因此求得P(yq,t＋１＝Correct)．
２．２　BKT模型的分析

BKT模型在智能教辅系统等场景中发挥着重

要的作用．学者们对BKT模型的参数、性能、数据等

方面进行了具体分析．本节将从BKT模型的参数分

析、BKT模型的识别性问题和模型退化问题、BKT
模型的数据分析３个方面进行梳理．
２．２．１　BKT模型的参数分析

在使用 BKT 模型进行认知状态评估时,可能

会出现２类错误的评估:１)一个学生实际未掌握某

知识,其认知状态却被评估为“掌握状态”,这种现象

被称为“过度积极”(falsepositives);２)一个学生实

际掌握某知识,其认知状态却被评估为“未掌握状

态”,这种现象被称为“过度消极”(falsenegatives)[７１]．
为缓解上述错误评估的发生,可设置一个认知阈值,
若学生掌握某知识的概率大于该认知阈值,则将学

生对该知识的认知状态视为掌握;否则视为未掌握．
比如,设定认知阈值为０．９５,若一个学生对一个知识

点掌握的概率为０．９７,则判断该学生对该知识点的

认知状态为掌握．

在课堂教学或 MOOC在线学习场景下[７２Ｇ７３],
可能会存在学生对一些知识具有很强理解能力的情

况．文献[７４]探讨了当学生的初始参数P(L０)很高

的极端情况下(如P(L０)＝０．９)认知跟踪的参数估

计性能,实验结果显示这种情况的模型参数估计性

能较低．
２．２．２　BKT模型的识别性问题和模型退化问题

文献[７５]指出 BKT 模型是不可识别的,即对

于BKT的４个参数,不同的参数取值的组合可能导

致相同的作答预测结果,此问题被称为识别性问题

(identifiabilityproblem)．通过探索认知跟踪模型中

参数对模型预测性能的敏感性问题,确认是否可以

缩小参数的搜索空间．文献[７６]发现模型对参数是

不敏感的,并通过将参数聚类的方法缩小了参数的

搜索空间,更快地找到最优解．文献[７７]对 BKT 模

型中学生的认知概率公式进行推演,证明了存在很

多种关于猜测概率P(G)和初始参数P(L０)的取值

可能,解释了识别性问题出现的原因．此外,文献

[７８Ｇ７９]均探讨了 BKT 模型的识别性问题．若识别

性问题确实存在,必须对 BKT 模型重新建立新的

模型评价标准．
文献[８０]表示在符合实际情况的条件下,BKT

模型是可识别的,即认为 BKT 模型不存在识别性

问题．该文献提出语义模型退化(semanticmodel
degeneracy)问题,即在BKT模型中,求解的模型参

数与模型的假设条件不一致．该问题出现在BKT模

型的拟合过程中．由２．１节知,BKT模型使用２状态

的 HMM 拟合数据,得到符合该 HMM 的参数最优

解;但是对猜测概率、失误概率及转移概率的最优

解解释却与最初的 BKT模型假设不完全一致．文
献[８０]认为分析模型退化的来源将是未来研究的

一个重要方向．无论是识别性问题,还是模型退化问

题,其根源可追溯至得到模型参数最优解的过程和

方法,从而进行学生认知状态的估计和作答表现的

预测[８１]．
２．２．３　BKT模型的数据分析

在BKT模型中,参数估计会影响BKT的评估

性能,但由于数据规模的原因,参数最优解可能仍无

法准确地拟合真实数据,这种情况被称为“样本误

差”(samplingerror)[８２]．文献[８２]通过实验得到结

论:对于规模为n 的学习数据,１∕n是最佳的训练

样本规模．该文献使用的是模拟数据进行实验,未来

可使用真实数据继续进行研究．
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模拟数据在教育数据挖掘及认知跟踪领域的使

用十分广泛,如使用模拟数据验证 BKT 模型的收

敛性问题[８３]．文献[８４]研究了是否可以区分一个数

据集是模拟数据还是真实数据,分析了模拟数据与

真实数据之间的相似性,但并未设计出可以自动识

别模拟数据或真实数据的算法．

２．３　BKT的扩展

自１９９４年BKT模型提出后,学者们从使用不

同方法、以不同目的、适应不同场景等角度对 BKT
模型进行扩展．本文将 BKT 的扩展模型分为３类:

１)结合教育数据特征的扩展模型;２)混合方法扩展

模型;３)其他模型．扩展模型的对比如表３所示:

Table３　ComparisonoftheVariantsofBKTModel
表３　BKT扩展模型的对比

Model Year Features
Method

Combined
SubＧ

Skills∗
Skill

Hierarchy∗
Learning
State

Reference

BKT １９９４ Ref[７]

BKTＧST ２０１４ ItemSimilarity Ref[２０]

MultiＧGrainedＧBKT ２０１６ √ Ref[２２]

HistoricalＧBKT ２０１６ TemporalDifference Ref[２２]

TemplateＧVideos ２０１５ Help Ref[８５]

EEGＧKT ２０１４ StudentMentalStates Ref[８６]

AffectiveBKT ２０１５ StudentMentalStates Ref[８７]

SpectralBKT ２０１５ √ Ref[１６]

MSＧBKT ２０１９ √ Ref[１５]

InterventionＧBKT ２０１６ InstructionalInterventions Ref[８８]

FAST ２０１４ General √ Ref[８９]

TDＧBKT ２０１８ TemporalDifference Ref[１３]

DBN ２０１４ DBN √ Ref[９０]

TLSＧBKT ２０１８ ThreeＧWayDecisions √ Ref[１７]

KT &IRTCombined ２０１４ ItemDifficulty&StudentAbility IRT Ref[９１]

KAT ２０１４ GamingBehavior HMMＧIRT Ref[９２]

HybridLFＧKT ２０１４ Itemdifficulty&StudentAbility LFM Ref[９３]

　Note:√ meansthatthereferencedoesincludesthecorrespondingaspect．

　① https:∕∕www．coursera．org∕

２．３．１　结合教育数据特征的扩展模型

学生在学习过程中会产生大量的碎片化数据,
这些教育数据含有丰富的语义信息[８９,９４]．传统的

BKT模型只挖掘了语义信息中随时间变化的纵向

信息,而忽略了数据中其余特征信息．因此,学者们

结合教育数据中的各类特征信息提出BKT的扩展

模型,包括结合个性化特征的扩展模型和结合通用

特征的扩展模型．
１)结合个性化特征的扩展模型

BKT模型对单一知识点建模,使得模型对知识

库模型及知识与习题关联模型的依赖性较强．如果

知识库模型构建的粒度太粗或太细,会直接影响模

型认知状态评估的性能;如果学生在处理一个知识

点关联的连续几道习题十分相似,可能会增加该学

生对后面出现相似习题的猜测率[２０]．因此,文献

[２０]提出BKTＧST 模型,在 BKT 模型的基础上考

虑连续习题之间的相似性问题,发现学生在连续作

答多道相似习题后其猜测概率提高、失误概率降低、
作答表现变好．

文献[２２]在 MOOC平台的Coursera① 场景下,
针对BKT模型忽略知识点之间丰富结构和关联性

的问题,基于课程章节对应的讲座视频构建具有层

次性 和 时 间 特 性 的 MultiＧGrainedＧBKT 模 型 和

HistoricalＧBKT模型．文献[８５]探讨了在线教育中
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短视频对模型预测精度的作用．如作答某一习题涉

及到工具的使用,该习题关联了记录使用该工具方

法的短视频,那么在学生作答该习题时观看该短视

频对学生的习题作答产生影响．TemplateＧVideos利

用与习题高度相关的短视频信息提高了BKT模型

的认知评估性能．脑电图(electroencephalography,

EEG)设备可以有效探测学生的心理状态,如学生

的注意力[８６]．文献[８６]将 EEG 方法引入对学生认

知状 态 的 评 估 中,提 出 的 EEGＧKT 模 型 提 高 了

BKT的预测性能．文献[８７]将学生的“有效状态”
(affectivestate)如困惑、无聊、投入或愉悦等因素融

入BKT模型中,提出AffectiveBKT模型并将其应用

至可实时评估学生认知状态的智能导学机器人中．
BKT是一种２状态变量(变量仅为“０Ｇ１”取值)

的一阶 HMM,模型假设处于一个无噪音环境中．文
献[１６]提出的SpectralBKT 模型基于特征补偿和

模型补偿范式,使用３Ｇgram 代替原始的“０Ｇ１”观测

值(观测值仅为“０Ｇ１”取值,表示习题作答表现为“错
误”或“正确”),给出 ８ 种光谱观测值,并在传统

BKT模型２个认知状态(隐状态仅为“０Ｇ１”取值,表
示认知状态为“未掌握状态”或“掌握状态”)之间增

加了２个状态,提高了模型的预测性能．MSＧBKT[１５]

使用将传统的２个认知状态扩展为２１个,使得模型

可以更好地捕获可观测序列的信息．大多数BKT的

扩展模型均基于 HMM,具有可解释性强的共性优

点,同时也具有共性缺点:学生的学习速率保持不

变,不符合客观事实[１５]．在保留BKT参数可解释性

优点的同时,MSＧBKT[１５]使用权重参数代替静态学

习率,经历多次练习的知识点意味着该学生对该知

识点的学习率较低,被赋予较小的权重．实验表明与

静态学习率相比,使用动态学习率进行认知状态估

计的精度更高．
２)结合通用特征的扩展模型

２．３．１节介绍的扩展模型结合个性化特征可在

某一方向或目的上达到较好效果,但可能因数据信

息补全而具有一定的局限性．接下来介绍结合通用

特征的扩展模型,缓解了模型的局限性问题．
文献[８８]提出InterventionＧBKT模型,认为各

种类型的教学干预行为影响学生的认知状态,实验

结果表明,提出的模型性能优于传统的BKT模型,
可应用于自适应的教学策略推荐场景中．文献[８９]
改进估计参数的EM 算法,从学生作答的观测向量

中提取特征向量,并定义算法中 M 步骤的参数为特

征向量的函数,由此提出FAST(featureawarestudent
knowledgetracing)模型．文献[１３]提出了一种基于

知识点检测的数据切片算法,用于从学生观测数据

中提取时差信息,并将时差信息整合至认知跟踪模

型中,提出 TDＧBKT模型考虑了学生观测数据的时

间特性,提高了认知状态评估的精度．
２．３．２　混合方法扩展模型

本节将介绍结合其他方法的BKT扩展模型．传
统的BKT模型未考虑不同知识点之间的关联性,
文献[９０]使用动态贝叶斯网络(dynamicBayesian
network,DBN)模型构造知识点的层级关系,实验

结果发现即使是简单的知识点层级关系,也可以将

BKT的预测精度提高１０％．Zhang等人[１７]受到三

支决策的启发提出 TLSＧBKT模型,对BKT算法中

２状态学习模型进行改进,将原有的“未掌握状态∕
掌握状态”改进为“未掌握状态∕学习状态∕掌握状

态”,增强了状态模型的灵活性和普遍性．文献[９５]
应用权重中国餐厅过程(weightedChineserestaurant

process,WCRP)提出基于专家标注技能的认知技

能自动发现方法．
为提升模型性能,部分文献将BKT模型与IRT

(itemresponsetheory),LFM(latentfactorsmodel)
等方法结合起来．认知跟踪模型常被应用于学生认

知状态的评估,未对不同学生和不同习题的差异性

建模;而IRT可构建不同学生能力、习题难度的模

型,但无法跟踪学生的认知状态[９１]．文献[９１]将

BKT与IRT结合(本文将该模型称为 KT &IRT
combined模型),保留了 BKT 学生建模的优点,通
过IRT 方法提升模型认知状态评估的精度;文献

[９２]将 BKT 与可以评估学生心理因素的 HMMＧ
IRT[９６]结合,提出KAT(knowledgeandaffecttracing)
模型可预测学生的作答表现并分析学生的游戏行

为;文献[９３]提出结合 LFM 与 KT的 HybridLFＧ
KT模型,在层次贝叶斯模型中将学习的时间动力

学理论(temporaldynamicsoflearning)与学生和习

题的差异性相结合以预测学生的作答表现．
BKT,KT&IRTcombined,KAT,HybridLFＧ

KT的模型示意图分别如图６(a)~(d)所示．图６中

非阴影圆圈表示模型中的隐变量、阴影圆圈方框表

示模型中的观测变量,图６(b)~(d)中的实现方框

表示扩展模型比传统 BKT 模型增加的部分,具体

含义对应图示部分．
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Fig．６　ModelsofBKT[７],KT &IRTcombined[９０],KAT[９１],andHybridLFＧKT[９２]

图６　BKT[７],KT &IRTcombined[９０],KAT[９１],HybridLFＧKT[９２]模型

　① http:∕∕bnt．sourceforge．net

　② http:∕∕www．cs．cmu．edu∕~listen∕BNTＧSM

２．４　开发工具与公开源码

为降低开发和评估学生模型的成本,Chang等

人[９７]对贝叶斯网络包BNT① 进行扩展,得到 BNTＧ
SM 工具包．BNTＧSM 通过隐藏大部分构造和训练

DBNs的编码细节,使研究者可以更加专注于学生

建模问题．研究这使用 BNTＧSM 工具时,将学生模

型以XML文件输入,该工具会输出相应训练和评

估模型的BNT MatLab代码,输出结果的大小至少

是输入大小的５倍．BNTＧSM 为后期学生模型研究

者提供了便利有效地实验环境,作者公开该工具②

以供研究者使用．此外,表４给出部分基于贝叶斯方

法的认知跟踪模型公开源码网址．

Table４　OpenSourceCodesofKTModelsBasedonBayesianMethod
表４　基于贝叶斯方法的认知跟踪模型公开源码列表

Model Language Website

BKT[７]

WCRP[９５]

FAST[８９]

Python https:∕∕github．com∕yemao６１６

Python https:∕∕github．com∕doneriaＧanjali∕studentＧperformanceＧpredictor

Python https:∕∕github．com∕karthickarya０９∕studentＧbkt

C＋＋ https:∕∕github．com∕IEDMS∕standardＧbkt

C＋＋ https:∕∕github．com∕myudelson∕hmmＧscalable

MatLab https:∕∕github．com∕CAHLR∕xBKT

Python https:∕∕github．com∕Ritesh１７∕WCRP

C＋＋ https:∕∕github．com∕robertＧlindsey∕WCRP

Java https:∕∕github．com∕mlＧsmores∕fast

３　基于深度学习方法的认知跟踪模型

深度学习因其强大的表征能力被应用于各类研

究中,基于深度学习方法的认知跟踪模型提高了传

统认知跟踪模型的精度．本节介绍经典深度认知跟

踪模型DKT,并梳理 DKT的扩展模型及其余基于

深度学习的认知跟踪模型．

３．１　DKT模型

人类的知识及大脑具有天然复杂性,因此使用复

杂的网络结构构建认知跟踪模型更为合适．然而现有

研究大多数基于具有严格约束函数的一阶 HMM．
Piech等人[３１]于２０１５年提出DKT模型,将循环神经

网络(recurrentneuralnetwork,RNN)应用于认知跟

踪问题,在不需要专家标注习题与知识点关系的情况

下,显著提升了传统BKT模型作答表现预测的性能．
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RNN是一种递归的动态模型,其当前信息基于

历史信息及当前输入．与 HMM 相比,RNN 具有高

维的、连续的潜在变量表示．因此,RNN在处理时间

序列问题时都得到了很好的成效．认知跟踪模型根

据每一个时间步(０,１,􀆺,t)的学生作答表现序列

(y０,y１,􀆺,yt)预测未来时间步的学生作答表现

yt＋１,本质上是一个时间序列问题．基本的 RNN 结

构示意图如图７所示:

Fig．７　ModeofDKT[３１]

图７　DKT模型[３１]

　　(y１,y２,􀆺,yT),(k０,k１,􀆺,kT),(o１,o２,􀆺,

oT)分别对应 RNN 中的输入层、隐藏层和输出层．
输入层(y０,y１,􀆺,yT )表示时间步１~T 的学生的

习题作答表现．关于输入层的具体含义见oneＧhot表

示法及压缩感知表示法．隐藏层k０,k１,􀆺,kT 中,k０

为隐藏单元初值,(k０,k１,􀆺,kT)分别为时间步１~
T 的隐藏单元．输出层(o１,o２,􀆺,oT )表示时间步

１~T 时,正确作答每一道习题的概率．阴影圆圈表

示网络的输入,非阴影圆圈表示隐藏单元,方框表示

网络的输出．隐藏单元可视作网络的记忆单元,存储

着历史隐藏单元的所有信息．由图７可见,每一个时

间步中输入层的信息向隐藏层单向传递,每一个时

间步中隐藏单元的信息向输出层单向传递,上一个

时间步隐藏单元的信息向当前时间步的隐藏单元单

向传递．由此可得,当前时间步的隐藏单元由历史隐

藏单元及当前时间步的输入共同决定,当前时间步

的输出单元仅由当前时间步的隐藏单元决定．
输入层为学生的作答表现序列,将学生的作答

表现(“正确”、“错误”)通过向量表示．在此介绍２种

向量表示方法:oneＧhot表示法[９８]和压缩感知表示

法[９９]．假设所有的习题关联的知识点总共有Q 个．
１)oneＧhot表示法．在任意一个时间步t,定义

一个长度为２Q 的空向量yt 以存储该时间步的学

生作答表现．设该时间步时学生作答的习题与知识

点q关联,若学生正确作答该题,则将向量yt 的第

Q＋q位设为１,其余位均设为０;若学生错误作答该

题,则将向量的第q位设为１,其余位均设为０．以此

类推,即可得输入层的所有向量表示．当知识点的数

目很大时,使用oneＧhot表示法表示的向量稀疏,因
此需对向量进行压缩．

２)压缩感知表示法．通过将学生作答表现分配

给长度为lg２Q 的随机高斯输入向量来精确编码．
输出层为学生正确作答每道习题的概率向量序

列．设习题数目为J,则输出层的向量长度为J．对于

任意一个时间步ot＝(o１
t,o２

t,􀆺,oj
t,􀆺,oJ

t ),oj
t 表

示学生正确作答习题j的概率．
DKT模型通过采用小批次随机梯度下降法[１００]

(stochasticgradientdescentonminibatches,SGDM)
作为优化方法．对于一个学生,计算该学生从时间步

０至时间步t的交叉熵信息之和,优化目标为

minL＝∑
t
l(ot􀅰δ(qt＋１),at＋１)． (１２)

其中,l(􀅰)表示交叉熵损失函数,(qt＋１,at＋１)表示在

第t＋１时间步学生作答的习题标签qt＋１,即学生是

否正确作答该习题的标签at＋１,δ(qt＋１)表示第t＋１
时间步学生作答的习题qt＋１的oneＧhot编码向量．

由此,通过DKT模型,可以根据(０,１,􀆺,t)时
间步的学生作答表现向量(y０,y１,􀆺,yt)得到第t
个时间步的习题正确作答概率向量ot,根据第t＋１
个时间步作答的习题得到正确作答该习题的概率

P(yt＋１|x１,x２,􀆺,xt)．
３．２　DKT扩展模型

DKT模型将RNN应用到认知跟踪模型中,并
取得了较好的预测精度,受到了学者们的广泛关注．
本节将介绍利用数据特征信息及结合其他方法２类

DKT扩展模型．表５是本节介绍的所有 DKT 扩展

模型的对比列表．
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Table５　ComparisonoftheVariantsofDKTModel
表５　DKT扩展模型的对比

Model Year Features MethodCombined SkillHierarchy∗ Reference

DKT ２０１５ Ref[３１]

DKTＧt ２０１９ TimeＧGap Ref[１４]

PDKTＧC ２０１８ SkillRelationship √ Ref[１０１]

DKTS ２０１９ QuestionRelationship Ref[３８]

E２EＧDKT ２０１８ StudentPerformanceLogs Ref[１０２]

DKTＧDSC ２０１８ StudentLevel KＧMeans Ref[１０３]

ClassifierＧbasedDKT ２０１８ HeterogeneousFeatures TreeＧBasedClassifiers Ref[１０４Ｇ１０５]

AdaptiveDKT ２０１７ Question&StudentLevel AutoEncoder Ref[３４]

DKT＋ ２０１８ Regularization Ref[３７]

　Note:√ meansthatthereferencedoesincludesthecorrespondingaspect．

３．２．１　结合教育数据特征扩展模型

文献[３４]通过引入习题层面和学生层面的更多

特征信息扩展 DKT 模型 (本文称之为 Adaptive
DKT),增加自编码网络层将输入转换成低维特征

向量,减少了模型训练所需的资源和时间．文献[１４]
通过分析Fuutoot平台(一种个性化的自适应学习

平台)获取的学生数据,学生尝试作答２个习题的时

间间隔可能高至１h或１d,甚至１周．Lalwani等人

[１４]将时间间隔信息作为 DKT模型的一个特征编

码,提出DKTＧt模型,实验发现 DKTＧt模型可提高

DKT模型的预测性能,同时还可根据学生不同的作

答序列及认知状态跟踪学生的遗忘曲线．
学生数据的稀疏问题一直影响着认知跟踪模型

的预测精度和模型复杂度．Chen等人[１０１]认为从知

识库中充分探讨知识点之间的相互依赖关系有助于

解决上述数据稀疏问题．文献[１０１]提出 PDKTＧC
模型,通过引入知识点之间的先决关系,将其作为模

型中的一个约束,以提高模型的精度．文献[３８]认为

习题之间也存在相关关系(siderelations)．比如２个

习题关联的知识点之间具有相似关系或其他隐含关

系,那么这２个习题必然存在相关关系．这些相关关

系可以构造成为一个习题子图,该子图可为认知跟

踪提供更加丰富的特征信息．因此,Wang等人[３８]提

出DKTS模型,将习题之间关系的特征信息整合至

DKT模型中,提升了模型的预测性能．
文献[１０２]提出无需知识点标签的endＧtoＧend

模型E２EＧDKT,通过学生作答习题记录的日志中

自动学习习题和知识点的向量嵌入．实验证明了该

模型学习的向量嵌入对DKT的性能具有促进作用．
３．２．２　混合模型

文献[１０３]将学习能力相似的学生聚类为一个

群体,基于 KＧMeans聚类方法提出了 DKTＧDSC模

型,提高了 DKT模型个性化的认知跟踪能力．文献

[１０４Ｇ１０５]引入学生数据的异构特征,分别结合决策

树、随机森林、GBDT这３种树形分类器预测学生的

作答表现(本文称该方法为ClassifierＧbasedDKT)．
Yeung等人[３７]发现DKT模型在预测学生的认

知水平时,可能学生对一个知识点的作答表现较好,
但预测结果反而下降;同时,作者认为学生的认知状

态会随着时间的推移逐渐改变,而不是在掌握状态

和未掌握状态之间交替变换．为解决上述２个问题,
文献[３７]提出 DKT＋ 模型,定义了“重构错误”
(reconstructionerror)和 “波 动 准 则”(waviness
measures)作为正则化损失函数来扩充 DKT 模型

的原始损失函数．
３．３　基于深度学习方法的其他模型

DKT模型将RNN应用于认知跟踪领域,开启

了深度学习方法在该领域的应用．表６为本节介绍

的基于深度学习方法的其他认知跟踪模型的对比列

表．表７给出部分基于深度学习方法的认知跟踪模

型公开源码网址．
在复杂交互学习中,学生解决某个问题需要掌

握多个知识,甚至多个知识的组合会产生更多的额

外知识．针对这种情况,Huang等人[２１,１０６]考虑了知识

的应用上下文,提出了一个数据驱动(dataＧdriven)框
架CKMＧHSC,追踪学生更深层次的认知状态．

文献[１０７]提出了一种可解释的概率知识能力

跟踪模型(knowledgeproficiencytracing,KPT),
设计了一个概率矩阵分解框架将学生和习题先验

知识结合起来,跟踪学生的知识熟练程度,并通过实

验证明了 KPT的有效性和可解释性．Su等人[１９]考

虑将习题信息与学生的做题记录相结合,设计了双向
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Table６　ComparisonofOtherDeepＧLearningＧBasedKTModels
表６　其余深度学习KT模型的对比

Model Year Features Method Skillhierarchy∗ Reference

CKMＧHSC ２０１６ SkillRelationship DataＧDrivenTechniques √ Ref[２１,１０６]

KPT ２０１７ QＧmatrixPrior MatrixFactorization Ref[１０７]

EERNN ２０１８ QuestionFeature RNN Ref[１９]

EKT ２０１９ QuestionFeature RNN √ Ref[１０]

DKVMN ２０１７ MANN Ref[１０８]

　Note:√ meansthatthereferencedoesincludesthecorrespondingaspect．

Table７　OpenSourceCodesofKTModelsBasedonDeepLearningMethods
表７　基于深度学习的认知跟踪模型公开源码列表

Type Model Language Website

DKTand
ItsVariants

DKT[３１]

DKT＋[３７]

DKTＧDSC[１０３]

Lua https:∕∕github．com∕chrispiech∕DeepKnowledgeTracing

Python https:∕∕github．com∕jiangxinyang２２７∕dkt

Python https:∕∕github．com∕mmkhajah∕dkt

Python https:∕∕github．com∕ckyeungac∕deepＧknowledgeＧtracingＧplus

python https:∕∕github．com∕Songlielie∕DKTＧDSC

OtherDeepＧ
LearningＧ
Based

Methods

DKVMN[１０８]

KTM[１０６]

Python https:∕∕github．com∕jennyzhang０２１５∕DKVMN

Python https:∕∕github．com∕yjhong８９∕DKVMN

Python https:∕∕github．com∕jilljenn∕ktm

LSTM学习习题信息的编码,提出exerciseＧenhanced
recurrentneuralnetwork(EERNN)框架;同时提出

２种 预 测 策 略:基 于 Markov 特 性 的 EERNNM
(EERNNMwithMarkovproperty)和基于注意力机制

的EERNNA(EERNNAwithattention)．但该框架对

学生的认知状态采用隐向量表示,无法显示跟踪学

生的认知状态,因此 Huang等人[１０]进一步提出

EKT(exerciseＧawareknowledgetracing)框架,实现

了对学生关于每道题各知识点的认知状态跟踪．
为解决 DKT无法显示跟踪学生对每一知识概

念的掌握水平问题,文献[１０８]将改进的 MANN
(memoryＧaugmentedneuralnetworks)应用于 KT
问题;通过引入keyＧvalue存储单元,提出 DKVMN
(dynamickeyＧvaluememorynetworks)框架以发现

每个输入习题的潜在知识概念、跟踪学生对知识点

的认知状态．DKVMN 比 DKT 具有更大容量的外

部存储空间,因此需要更少的参数．

４　认知跟踪模型的应用

认知跟踪模型对学生的习题作答表现进行建

模,广泛应用于各个在线教育平台,如 MOOC平台的

Coursera[２２],edx[１０９],MATHESIS AlgebraTutor[１１０]

等．本节列出认知跟踪模型分别在作答表现预测、认
知状态评估、心理因素分析、习题序列研究和特定的

编程练习中的应用．
４．１　作答表现预测

通过跟踪学生的习题作答表现序列,预测未来

时刻学生的习题作答表现,是认知跟踪模型的重要

应用之一,在此举例说明．
文献[１１１]探讨了集成方法(ensemblemethods)

是否可以在有导师学习中提高后试测验(postＧtest)
的预测精度,通过实验发现集成方法未促进该预测

精度的提升,并给出了可能的解释．文献[２２]基于

BKT模型,结合知识点中丰富的关联关系信息提出

了 MultiＧGrainedＧBKT 和 HistoricalＧBKT 模型,通
过实验证明了提出方法在Coursera的 MOOC课程

数据中的预测性能较好．文献[１０]在 EERNN 框

架[１９]的基础上,提出２种预测策略:基于 Markov性

质的EERNNM 和基于注意力机制的EERNNA,并
进一步提出EKT框架实现了对学生认知状态的评

估和学生作答表现的预测．
４．２　认知状态评估

本文４．１节介绍了认知跟踪模型在学生作答表

现预测上的应用,事实上部分文献通过首先评估学

生的认知状态,进而实现作答表现的预测,如文献
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[１０,１９,２２];部分文献提出的模型可以预测学生的

作答表现,却无法评估学生的认知状态,如文献[３１]．
举例说明认知跟踪模型可评估认知状态的情

况．在２．１节中介绍了使用BKT模型进行认知状态

评估任务时,为缓解“过度积极”和“过度消极”问题,
通常设置一个认知阈值作为学生是否掌握知识的判

定条件．实际上,认知阈值可作为一个可调参数来控

制２类问题发生的相对频率[７１]．文献[７１]将练习机

会序列分成了“学习”(learning)、“过渡”(lag)和“过
度练习”(overＧpractice)３个阶段,对这３个阶段进

行量化分析,并阐明了 BKT 模型中的认知阈值与

这３个阶段之间的关系．文献[１１２]使用 BKT 模型

估计学生掌握知识成分的可能性,然后在整个学习

过程中对学生的学习曲线进行建模．文献[１０７]设计

了一个概率矩阵分解框架,结合学生练习的先验知

识,跟踪学生的认知掌握程度．
４．３　心理因素分析

学生的习题作答表现不仅取决于学生对知识的

掌握情况和学生应用知识的能力,还有很多其他因

素影响作答表现,如遗忘、猜测、失误、游戏行为、情
绪状态等心理因素．

Xu等人[８６]使用脑电图设备以探测学生学习时

的心理状态,针对不同的心理状态将学生的学习、遗
忘、猜测和失误因素设置为不同的参数,提高了

BKT模型的预测性能．
在智能教辅系统ITS的学生模型应用中,大多

数研究假设学生对知识是无遗忘的,却未有文献证

明此假设是符合客观事实的．文献[１１３]考虑了遗忘

(forgetting)和再学习(relearning)因素,对学生长

期学习建模十分重要．Lalwani等人[１４]通过Fuutoot
平台发现学生作答习题的间隔可能为１h或１d,甚
至１周之久,因此作者使用时间间隔信息扩展 DKT
模型,提出了可以追踪学生遗忘曲线的DKTＧt模型．

游戏行为(gamingthesystem)指学生不断地

利用系统的反馈及帮助来获得习题的正确答案[１１４]．
比如,某学生在作答多项选择题时,并没有试图找到

正确答案,而是选择了每道题的所有选项,以此提高

其点击正确答案的频次．文献[１１５]提出可以预测游

戏行为的认知跟踪模型 KTB(knowledgetracing
withbehavior),尝试在利用 BKT 模型预测学生作

答表现的同时,预测学生的游戏行为．
Spaulding等人[８７]构建了一个智能教辅机器

人,通过增加学生情绪状态的估计以扩展 BKT 模

型．学生的情绪状态包括学生是否感到困惑、无聊、

精力集中或心情愉悦等．同时还探讨了相较于智能

教辅系统,学生在与智能教辅机器人交互时是否可

以展现出更多情绪状态的问题．
４．４　习题序列研究

认知跟踪模型中,学生的习题作答数据是以时

间为顺序的．因此学生作答习题的次序可能会影响

学生的学习效率,从而影响其作答表现．
文献[３１]说明了DKT模型可以通过式(１３)发

现习题之间的先决关系．其中,y(j|i)表示在已知上

一时间步学生正确作答了习题i的情况下,该学生

在这一时间步正确作答习题j 的概率,K 表示学生

作答的习题数目:

Jij ＝
y(ji)

∑
K

k＝１
y(jk)

． (１３)

文献[１１６]应用具有天然的层次性 RBT(revised
bloom􀆳staxonomy)[１１７]作为习题次序策略,研究学

生获得知识的次序对学生作答表现的影响,使学生

先进行低层次的训练再进行高层次的训练,以提升

模型精度．
４．５　编程练习中的认知跟踪

学生在开放习题中的训练可以为学生作答数据

提供更加丰富的信息．编程题[８]即属于开放习题训

练中的一种．
文献[７]对学生在 ACTProgrammingTutor

短程序编写系统进行Lisp语言编程练习建模,提出

了经典的 BKT 模型．在学生学习程序设计技术方

面,为解决学生应用哪种编程结构以及有多少学生

理解编程语言的概念等问题,文献[１１８]提出三相评

估(threeＧphasemeasuring)方法,用于观察学生的

编程错误、应用编程结构,同时应用贝叶斯学习模型

确定编程知识概念．文献[９]基于抽象语法树(abstract
syntaxtree,AST)提出了一种认知跟踪模型,可以

在给定的编程练习中评估学生的认知状态．基于

DKT模型的思想．文献[８]将嵌入式程序输入到一

个RNN中,并将其用以预测未来编程练习中学生

的表现情况．

５　比较、分析与展望

认知跟踪模型在智慧教育[１１９]、智能教辅系

统[１２０]、在线教育[１２１]等方面具有广泛的应用需求,
因此对认知跟踪模型的研究是计算机领域和教育领

域的热点问题．通过对２类认知跟踪模型的梳理,将
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当前研究归纳为５点:１)认知跟踪模型的参数误差

和评价指标;２)现有认知跟踪模型的分析;３)新的认

知跟踪模型的提出;４)认知跟踪模型开发工具的研

究;５)认知跟踪模型应用的研究．
本文从建模方法上将认知跟踪模型分为基于贝

叶斯方法和基于深度学习方法２类分别介绍．２类方

法均是根据习题作答表现跟踪学生的认知状态,但
因建模方法的不同而各自具有优缺点,本节首先以

认知跟踪模型中经典的 BKT 模型和 DKT 模型为

例进行分析．
５．１　BKT与DKT的比较

本文分别在２．１节和３．１节详细阐述了 BKT
模型和DKT模型,这２个模型分别是基于贝叶斯

方法和基于深度学习方法的经典认知跟踪模型,二
者各有优劣,本节将以二者为例对２类认知跟踪模

型进行比较分析．
根据图６的BKT模型和图７的 DKT模型,可

发现BKT针对单个知识点建模,其观测变量与知

识点之间的关系已知,而 DKT 将所有知识点构建

为一个模型,其观测变量与知识点之间的关系未知．
这是因为在面对某学生的作答数据时,BKT模型首

先将学生作答数据按照习题关联的知识点分组,每
一个知识点关联的所有习题作答形成一个序列;相
反地,DKT模型将一个学生作答的所有知识点关联

的习题构建为一个序列．
举例如下:目前有学生i的作答数据,将与知识

点A 关联的习题记作Ax,x 为以习题出现的时间

为序的编号,以此类推,学生i作答的习题序列为

A１A２B１A３C１B２B３．在BKT模型中,对应学生i的

作答表现序列被列为３组,分别是:１)对应原习题序

列第１题、第２题和第４题的作答表现yA,１,yA,２,

yA,３;２)对应原习题序列第３题、第６题和第７题的

作答表现yB,１,yB,２,yB,３;３)对应原习题序列第５题

的作答表现yC,１,将这３组作答表现序列分别建模

成 HMM 模型进行计算．而在 DKT 模型中,学生i
的作答表现序列仅被列为１组,即y１,y２,y３,y４,

y５,y６,y７,分别对应原习题序列的第１~７题,将此

作答表现序列建模成一个RNN模型进行计算．由举

例可得:

１)由于BKT模型需要将原习题序列按照关联

的知识点进行分组,因此其建模过程依赖于习题与

知识点之间的关联情况,需要进行人工标注;而

DKT模型无需将原习题序列分组,节省了大量人工

标注的代价．

２)原习题序列中的第４题在按照知识点分组

后出现在了第１个分组的第３题,即A１A２B１A３C１

B２B３ 中A３ 的作答表现在分组过后出现在了yA,１,

yA,２,yA,３中的yA,３,习题出现的时间特征丢失,而

DKT模型却保留了这一特性．文献[１２２]分析,DKT
模型正是因为有效利用了学生作答表现数据中的特

征和规律,性能得到了大幅度地提升;同时,若总结

数据中的特征和规律并应用至 BKT 模型中,也可

以得到很好的效果．
３)通过BKT 的隐状态kq,t,可追踪学生在任

意时间步t对知识点q的认知状态,这体现了BKT
模型强大的可解释性;而 DKT 模型的隐藏层虽起

到了至关重要的信息传递作用,但是却无法解释其

中的含义,即DKT模型无法追踪学生的认知状态．
通过以上分析,BKT模型和 DKT 模型各自的

优点和不足之处总结为２点,同时也适用于一般基于

贝叶斯方法和基于深度学习方法２类认知跟踪模型．
１)BKT可对学生的认知状态进行跟踪,具有

强大的可解释性;但是,BKT 也因模型本身的表示

能力,丢失了学生数据中的一些重要特征和规律,其
预测性能有待提升;

２)DKT因其拥有较强的表示能力,可以有效

利用学生数据中一些重要的特征和规律,具有较好

的预测性能;但是,DKT目前无法显式得到学生对

每个具体的知识点的认知状态,可解释性有所欠缺．
５．２　分析与展望

基于已有研究工作及模型的优缺点,本节从认

知跟踪模型的建模任务、数据特点、建模方法及优缺

点、建模的难点与挑战４个方面对认知跟踪的方向

进行分析与展望．
１)建模任务．认知跟踪模型面向动态的教育数

据建模,基于学生在学习过程中作答习题的数据,跟
踪学生对知识点的掌握随时间的变化情况,预测学

生在未来时刻作答习题的表现[７]．如图５所示阐述

了认知跟踪的问题模型包含输入、建模及输出．输入

为学生在不同时刻作答不同知识点习题的观测得

分;建模为将输入层的输入数据使用建模方法进行

模型拟合、参数寻优,得到对每个学生的认知跟踪子

模型;输出为通过建模层得到的认知跟踪模型,根据

不同的应用需求得到不同的输出结果;其中,认知跟

踪模型可应用于学生认知状态的跟踪、作答表现的

预测等场景中．
２)数据特点．认知跟踪模型的输入为学生在不

同时刻作答不同知识点习题的观测得分数据．由于
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认知跟踪模型是面向动态学习数据的,因此模型的

数据应具有时间特性;由于认知跟踪模型针对每个

学生训练建模,因此模型的数据应有足够数目学生

的作答数据,以确保训练的效果;此外,在认知跟踪

模型应用于学生认知状态的跟踪时,若要得到显性

的学生对知识点的认知状态,数据应包含课程的知

识点集合、学生作答的习题与知识点的关联关系．从
实际情况考虑,知识点应是树状结构或网状结构的

多粒度状态,而非知识点之间相互独立．
３)建模方法及优缺点．目前主流的建模方法包

括贝叶斯方法(如 BKT 模型)和深度学习方法(如

DKT模型)．①贝叶斯方法:贝叶斯方法将学习过程

建模为 HMM．依据 HMM 的时间特性,假设学生在

当前时刻的作答表现只与学生上一时刻的作答表现

以及学生当前时刻的认知状态相关,从而可构建出

基于 HMM 的贝叶斯认知跟踪模型．因此,贝叶斯方

法的认知跟踪模型要求对每一学生的不同知识点作

答数据分开独立建模．其优点是可对学生的认知状

态进行跟踪,具有较好的可解释性．而由于模型本身

的表示能力,该模型的缺点是丢失了学生数据中的

一些重要特征和规律,使其预测性能有待提升;并且

该模型要求标注每道习题涉及到的知识点集合．②
深度学习方法:在习题涉及到的知识点集合未标注

的情况下,可使用深度学习方法对输入数据进行特

征表示及建模,将学生对知识点的认知状态作为隐

藏单元,对学生的作答数据进行拟合．其优点是具有

强大的表示能力,能有效利用学生数据中一些重要

的特征和规律,因此具有较好的预测性能．而该模型

的缺点是目前的深度学习模型无法得到学生的认知

状态,因此可解释性需要加强．
４)建模的难点与挑战．认知跟踪问题的建模依

然存在３方面难点与挑战．
① 贝叶斯认知跟踪的模型参数寻优问题．
贝叶斯认知跟踪模型的参数取值直接影响模型

的性能．有学者甚至发现模型的参数虽然取值不同

但可能导致相同的预测结果,即模型的识别性问题．
现有的贝叶斯认知跟踪模型中,参数寻优方法可能

存在４方面问题:Ⅰ．在保证模型精度的情况下降低

参数寻优的时间复杂度和空间复杂度问题;Ⅱ．在数

据有限的情况下防止参数的过拟合问题;Ⅲ．设计参

数估计算法使其不陷入局部最优解问题;Ⅳ．结合其

他类型的教育数据以更好地估计参数值问题．
② 认知跟踪模型的精度与可解释性的权衡问题．
结合５．１节的比较分析可知,基于贝叶斯方法

和深度学习方法的２类主流认知跟踪模型均有一定

的局限性．因此,部分研究通过结合其他类型的数据

特征或引入混合方法以提高贝叶斯认知跟踪模型的

精度,但是现有模型的精度问题仍有待提升．而基于

深度学习的认知跟踪模型虽然具有较高的精度,但
在可解释性方面有所欠缺．因此综合贝叶斯认知跟

踪模型及深度认知跟踪模型的优点,权衡精度和可

解释性的认知跟踪模型仍需要进一步研究．
③ 模型部分假设与实际应用不符的问题．
现有认知跟踪模型的部分假设不符合实际情

况．例如现有的大多数模型有５种假设:Ⅰ．假设学

生在学习过程中无遗忘,而实际上学生在学习过程

中会随着时间的推移而遗忘某些知识;Ⅱ．假设标注

的知识点之间完全独立,而实际中不同课程之间、同
一课程之内的知识点之间可能存在包含、继承、前
驱、等价等不同的关系;Ⅲ．假设不同知识点处于同

一层次级别,而知识点可能因包含关系存在不同的

级别,一个完整的知识体系应该拥有多粒度的层级

关系;Ⅳ．假设习题之间没有关联,而实际上在知识

点之间存在包含前继等关系的情况下,习题之间也

存在关联;Ⅴ．假设每道习题只与一个知识点相关

联,而实际上很多综合性习题涉及到多个知识点．因
此,认知跟踪模型的研究还需针对实际场景进行进

一步的研究．

６　总　　结

随着教育信息化的推进,教育领域迎来了大数

据时代．从传统教育和在线教育中产生的海量碎片

化数据中挖掘与学生相关的认知状态、行为表现、心
理因素等信息具有重要的意义．认知跟踪模型根据

学生动态的习题作答表现跟踪学生的认知状态、预
测学生的未来作答表现,广泛应用于 MOOC等在

线教育平台中．本文从建模方法上将认知跟踪模型

分成贝叶斯认知跟踪模型和深度认知跟踪模型,对
其进行详细地梳理和分析,并介绍了认知跟踪方法

的５类应用．同时,以经典的BKT和DKT模型为例

分析了２类认知跟踪模型的优缺点,并对未来可能

的研究方向进行了探讨和展望．
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