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Abstract　Unfoldingandfoldingproblemisapopularresearchtopicincomputergraphics,andhasa
widerangeofapplications,suchasindustrialmanufacturing,architecturaldesign,medicaltreatment,
andaviationtechnology．Inthissurvey,wereviewthebasicconceptsofunfoldingandfolding
problem,introducetheresearchandapplicationinfourfields:robotdesign,computeranimation,
deeplearningandothers．Wediscusstheresearchworkofunfoldingandfoldingproblemindetail．
First,accordingtothedifferentdegreesofunfolding,wesummarizeresearchprogressandtypical
algorithmideasfromtwoaspects:fullunfoldingandapproximateunfolding．Fullunfoldingisto
unfold３Dobjectsinto２Dspacewithoutoverlappinganddeformation．However,mostobjectscannot
bedirectlyunfolded,andonlyanapproximatelyunfoldedstructurecanbesolved．Approximate
unfoldingisanonＧoverlappinganddeformedprocess,whichisunfoldedintotheplanedomainby
mapping．How tofindthesmallestdeformationisthekeytoapproximateunfolding．Second,
accordingtothedifferentfoldingforms,thefoldingproblemisdividedintotwotypes:Origamiand
Kirigami．WedivideOrigamiintorigidfoldingandcurvedfoldingaccordingtothedifferentformsof
crease,suchasstraightcreaseandcurvedcrease．Kirigamiisaspecialfoldingmethodthatcombines
cuttingandfoldingtechnology,whichdrivesfoldingbytheelasticforceorotherexternalforces
generatedbycutting．Here,we mainlyconsiderthetechnologyoralgorithm ofusing Kirigami
technologytoconstructauxeticstructures．Inaddition,inordertocomparetheadvantagesand
disadvantagesofthealgorithm,wesummarizethecommonlyusedalgorithmindicatorsofunfolding
andfolding algorithm．Then,weevaluatethetypicalalgorithm inrecentyears,and analyze
advantagesanddisadvantages．Finally,wesummarizeandproposethedevelopmenttrendofunfolding
andfolding,includingalgorithmaccuracyandrobustness,foldvolumetricobjects,selfＧdrivenprocess
andintelligentapplicationofKirigamitechnology．
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摘　要　展开与折叠是计算机图形学中的重要研究问题,已经广泛应用于工业制造、建筑设计、医学治疗

和航空航天等方面．通过回顾近年来图形学中展开与折叠方面的主要研究问题,总结整理它们的典型算

法．首先介绍展开与折叠的基本概念,并从机器人设计、计算机动画、深度学习和其他４个领域介绍它们

的应用情况．之后,按照展开程度分类,从完全展开和近似展开２方面总结展开问题的研究进展和典型

算法思想;按照折叠形式不同,将折叠问题分为 Origami折叠和 Kirigami折叠２类,分别论述其研究进

展并总结算法思路．之后,整理展开与折叠的评价指标,总结各类展开与折叠算法的特点,并分析比较它

们的优势与不足．最后,总结并提出展开与折叠的４个发展趋势．

关键词　展开算法;折叠算法;机器人设计;动画模拟;深度学习

中图法分类号　TP３９１．４

Fig．１　Unfoldingandfoldingclassification
图１　展开与折叠分类图

　　展开与折叠是计算机图形学领域的经典问题之

一,是相互对立的２个过程．一般情况下,展开以结

构化的状态作为初始状态,以无组织的状态作为终

端状态,而折叠与之相反．展开与折叠中的几何处理

思想为设计类问题提供解决方法,并广泛应用于工

业、建筑、医疗和航天科技等领域．
展开是将３维结构切割成平面集合的过程．通

常情况下,若沿３维结构的网格边缘切割,可以将其

完全展开．这类问题的关键在于如何找到３维结构

的无重叠平面网结构．然而,对于难以完全展开的复

杂模型,如非凸多面体等,可以采用映射方式将其近

似展开．近似展开问题的关键是如何最小化失真度

量,即在变形影响最小的情况下,将３维模型映射到

平面域中．本文根据展开程度不同,将展开问题分为

完全展开和近似展开２个部分论述．
折叠是２种结构间的连续运动过程．本文根

据折叠形式的不同,将折叠分为 Origami折叠和

Kirigami折叠２类．其中,Origami折叠仅根据平面

折痕折叠,可分为刚性折叠(直折痕)和弯曲折叠(曲
线折痕);而 Kirigami折叠是先将平面切割,后利用

切割产生的弹力或外力驱动折叠．
本文对展开与折叠问题进行系统的研究与阐

述,主要贡献有５个方面:１)整理展开与折叠算法的

基本概念,并从机器人设计、计算机动画、深度学习

和其他４个领域介绍展开与折叠问题的应用情况;

２)根据展开程度的不同,从完全展开和近似展开

２个方面讨论展开算法的研究进展,分析并讨论其

优缺点;３)根据折叠形式不同,从 Origami折叠和

Kirigami折叠２个方面讨论折叠算法的研究进展,
并分析讨论其优势与不足;４)总结展开与折叠算法

的评估准则,并对典型的展开与折叠算法进行分析

和比较;５)总结并提出展开与折叠方向的４个发展

趋势．

１　基本概念及应用情况

通过分类与整理展开和折叠相关文献,本文根

据展开程度不同,将展开问题分为完全展开和近似

展开;根据折叠形式不同,将折叠问题分为 Origami
折叠和Kirigami折叠２类,如图１所示．本节分别对
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它们的基本概念进行整理和总结．此外,从机器人设

计、计算机动画、深度学习和其他４个领域介绍展开

与折叠的应用情况．
１．１　展　开

本文根据展开程度不同,从完全展开和近似展

开２个部分介绍．
完全展开能够将３维结构无重叠、无变形地展

开到２维空间,形成多面体网结构．完全展开的切割

条件通常限制在多面体网格的边上(非必须条件),
即边展开．此外,基于最短路径的源展开和星展开方

法也是常用方法之一．Demaine[１]介绍启发式３维结

构展开算法,但仍存在一定问题,例如最陡边缘展开

算法虽然能展开多面体,但部分情况未能避免重叠．
由于大多数曲面是不可完全展开的,因此只能

通过寻找近似的展开结构求解问题．近似展开方法

确保３维结构在无拉伸的条件下被切割和展开到平

面中．曲面可展的充要条件是曲面上任意点的高斯

曲率为０,这一条件成为许多网格曲面展开方法的

基础．例如,保角映射方法通过消除角度失真,确保

３维曲面在无拉伸的情况下展开．此外,为减小保角

映射过程中的面积失真,部分文献[２Ｇ３]采用添加锥

奇点的方式将３维结构映射到规则多面体上,如正

方体、六面体等,再进行完全展开．
１．２　折　叠

本文根据折叠形式不同,从 Origami折叠和

Kirigami折叠２个角度介绍．
Origami折叠是沿折痕折叠的形式．根据折痕

分类,Origami折叠又分为刚性折叠和弯曲折叠．其
中,刚性折叠沿直折痕折叠,其形变只发生在折痕

处,其他位置不发生拉伸或扭曲;而弯曲折叠沿曲线

折痕折叠,曲线折痕连接的２个面需要弯曲以适应

折叠运动,因此弯曲折叠不能简化为计算顶点坐标

的问题,其弯曲刚度也是重要参数．
Kirigami折叠是将切割与折叠结合的形式,可

应用在建筑设计[４]和工业设计[５]中．应用 Kirigami

折叠技术制造的晶格结构[６Ｇ７]、可拉伸结构[８]、纳米

结构[９Ｇ１０]以及拉胀结构[１１]得到广泛关注．其中,由

Kirigami制成的拉胀结构大多是由铰链连接的旋转

单元构成,旋转单元为平面切割而成的刚性几何结

构(通常为正方形或等边三角形)．当拉伸或收缩时,
旋转单元围绕铰链旋转以使整体结构变形,而旋转

单元本身不发生形变．在变形过程中,拉胀结构表现

出的负泊松比变化,称为结构的拉胀行为[１２]．
１．３　应用情况

本文从机器人设计领域、计算机动画领域、机器

学习领域以及其他领域４个角度出发,介绍展开和

折叠的应用情况．
１．３．１　机器人设计领域

在机器人设计领域中,折叠机器人具有柔软性,
其形态、功能或驱动方式通过折叠产生,能适应各种

环境,满足应用中对于灵活性和健壮性需求．
２０１７年,Miyashita等人[１３]提出通过自折叠“外

骨骼”变形方法扩展和改变机器人功能．“外骨骼”为
长方形薄片,在运动过程中利用预拉伸热收缩聚合

物薄膜的拉伸应力实现自折叠．相较于固定架构的

机器人,自折叠“外骨骼”机器人操作更灵活,可应用

在空间制造、无切口医疗、深海建设和现场救援等场

景中．
２０１７年,Li等人[１４]结合折纸思想,提出由流体

驱动的人工肌肉结构(fluidＧdrivenorigamiＧinspired
artificialmuscles,FOAMs)．FOAMs由柔性皮肤

膜、可压缩实体骨架和流体介质构成．在内部流体与

外部间的压强差作用下,皮肤膜驱动收缩:当缩小内

部流体体积,即在负压下,压强差Δp 会使皮肤膜弯

曲,推动FOAMs收缩变形．表１对折叠驱动的人工肌

肉结构(pleatedpneumaticartificialmuscles,PAMs)、
真空驱动的人工肌肉结构(vacuumＧactuatedmuscleＧ
inspiredpneumaticstructures,VAMPs)、FOAMs
进行对比总结．与正压差驱动对比,负压差的驱动方

式更安全．

Table１　ComparisonofFluidＧDrivenArtificialMuscles
表１　流体驱动的人工肌肉对比

Driven
Device

Pressure
DifferenceΔp

Maximum
Stress∕kPa

Maximum
Contraction∕％

Features Reference

FOAMs Δp＜０ ６００ ９０ ZigzagOrigami,FastandEfficient Ref[１４]

PAMs Δp＞０ ４５ ５０ GasorHighＧpressureLiquidDrive,LinearContraction Ref[１５]

VAMPs Δp＜０ ６５ ４５
LinearContractionandTorsionalMotion,Limitedby
BucklingofNegativePressureandElasticStructure

Ref[１６]
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　　２０１８年,Rus等人[１７]将折叠技术与智能材料结

合,设计折纸机器人,并采用３D,４D打印等方法制

造．与传统机器人相比,折纸机器人能够通过折叠进

行变形或连续驱动,在特定的环境下能够实现灵活

自主的移动与操作．
２０１９年,Li等人[１８]利用折纸技术设计软抓取

器,提出具有抓取功能的软机器人制造及真空驱动

方法．如图２所示,软抓取器为轻质量空心半球状水

弹结构,通过引入 FOAMs方法[１４]驱动,实现抓取

操作．与刚性抓取器相比,软抓取器具有强大的抓取

力(在－６０kPa下保持高达１２０N的载荷,超过自重的

１２０倍)和健壮性(允许在４０％的轴向偏移处抓取)．

Fig．２　Softgrabberofwaterbombstructure[１８]

图２　水弹结构的软抓取器[１８]

１．３．２　计算机动画领域

模拟是计算机动画领域的重要问题之一．只有

捕捉悬垂、折叠、起皱、拉伸等细微元素,才能提高电

脑模拟时的真实感．２００３年,Bridson等人[１９]提出将

数字替身所穿服装与现实中服装匹配方法,用于保

留并处理在布料模拟中的褶皱形态．
２０１０年,Rohmer等人[２０]将粗布动画与后处理

步骤结合,生成精细的动态皱纹．该方法允许用户在

不同织物上模拟．除用户控制的参数外,其余为全自

动过程．但是,尽管该方法保留褶皱的形状,却不能

保证创建的曲面是可展的．
２０１３年,Narain等人[２１]提出模拟纸、金属凹

痕、布等薄板材料的塑性变形方法,通过使用自适应

网格框架,将网格的边与褶皱或折痕动态对齐．该框

架能够对尖锐特征进行有效的建模,并避免由于平

面刚性行为而无法弯曲的问题．
２０１５年,Patkar等人[２２]提出尖锐折痕弯曲单

元,既可在布料或纸张中创建褶皱,还可以用于在体

积对象中创建类似的屈曲．其关键思想是利用弯曲

弹簧模拟分割,使用虚拟节点算法切割对象后,使相

邻面片只围绕切割旋转或弯曲,并利用前稳定和后

稳定方法添加约束条件．
２０１８年,Li等人[２３]提出FoldSketch算法,通过

物理模拟布料,保证输出结果的物理合理性,首次实

现基于草图的褶皱设计．然而,该方法并不能生成复

杂褶皱,如在特殊材质或需要缝合的布料上模拟．
２０１８ 年,Feng 等 人[２４] 提 出 光 滑 粒 子 流 体

(smoothedＧparticlehydrodynamics,SPH)形变约

束方法,以保持流体模拟中的细节．该方法将输入模

型分为源对象和目标对象,分别采用体素化方法采

样以生成源控制粒子和目标控制粒子;之后进行约

束变形．该方法具有快速性和健壮性,适合交互应用．
２０１９年,Liu等人[２５]利用可变形物体的不均匀

性计算不同区域特性,增加结果的真实性．此外,通
过组合浮力、压力、粘性力和弹性力,设计计算框架,
保留更多细节．
１．３．３　深度学习领域

高度复杂和非凸的模型存在具有无碰撞路径的

多面体网结构．深度学习方法可通过训练节点自由

度(degreeoffreedom,DOF)、切割长度或展开面

积等拓扑特征,快速找到低成本的有效折叠或展开

路径．２０１４年,Zhou等人[２６]提出利用连续折叠序列

将３维物体转换为立方体或长方体的方法,主要包

含体素化、树拟合和交互折叠３个步骤:１)体素化过

程主要寻找减少小块体素数量的分割方式;２)树拟

合过程使用束搜索和模拟退火算法寻找使能量函数

最小化的关节类型和位置;３)交互折叠过程使用物

理模拟器来展开输入形状和目标形状,验证折叠过

程是否无碰撞．
２０１６年,Xi等人[２７]提出自动折叠方法,即通过

学习自展开方法,同时展开和分割给定的３维网格．
其关键思想是从失败的展开中学习算法,通过提供

语义,减少分割数量,使折叠更加容易．
２０１８年,Hao等人[２８]提出线性可折叠多面体

网创建方法,也是具有线性无碰撞折叠路径的展开

方法．首先将多面体网映射到低维特征空间 X 中,
评估X 中每个点的可折叠性;之后根据拓扑特征构

造适应度函数,通过展开器f′生成不重叠展开网

N[２８]:

f′＝
f,ifNisinvalid,

β＋f̂(xi),otherwise,{ (１)

其中,先通过f＝－(λ０δ０＋λ１δ１)生成无重叠的有

效展开后(δ０ 为 N 中的重叠数量,δ１ 是导致 N 中

局部重叠的双曲线顶点数,λ０ 和λ１ 为参数),再通

过f̂(xi)演化展开网,xi 表示X 的量化特征,β 为

常量,确保β＋f̂(xi)＞０≥f;最后,采用协方差矩

阵适应进化策略算法[２９]优化适应度函数,使用展开
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器f′迭代评估最优解．对于简单模型,该算法通常

只需要２０次迭代,而对于高度复杂模型,同样能即

时完成．
１．３．４　其他领域

可弹出结构设计常应用在立体纸雕或立体书的

设计中．对于常用结构,如 VＧFold结构,必须满足的

性质[３０]有:在不撕裂或引入新折痕的前提下,结构

可以关闭到平面上,且每次弹出都生成相同形状;贴
片在关闭和弹出过程中保持刚性;不相连的贴片在

关闭或弹出时不相交．表２总结６种可弹出结构设

计的研究和工作内容．

Table２　TheApplicationofPopＧupStructure
表２　可弹出结构的应用介绍

Reference PublicationYear MainContent

Ref[３１Ｇ３２] ２００２ VＧFoldStructureSimulation

Ref[３３] ２００４ ParallelStructureSimulation

Ref[３４] ２０１０ GenerateaFlatLayout

Ref[３０] ２０１２
AnalyzetheConditionsof

VＧFoldStructure

Ref[３５] ２０１４
AutomaticallyGenerate

MultiＧStyleDesigns

Ref[３６] ２０１８
TransformationBetween

２Dstructures

　　Li等人[３７]将折叠问题应用到家具设计中,即通

过在分段刚性的部件上插入铰链,折叠收缩家具,节
省存放空间．该方法在３６个不同类型的家具模型上

测试,除专门设计的可伸缩性测试模型外,大多数模

型都可折叠收缩,具有较好的健壮性．
计忠平等人[３８]和张世学等人[３９]利用边折叠技

术进行模型简化工作:文献[３８]通过半边折叠简化

网格并保留网格细节特征,不仅运行速度快,而且存

储量小;文献[３９]使用变形距离模拟模型的变形程

度,并使用基于二次误差度量的累加边折叠代价简

化模型,易于输出高效模型．

２　展开算法研究进展

本节根据展开程度分类,从完全展开和近似展

开２个方面论述展开算法的研究进展,并对典型算

法的主要工作、算法思想及优缺点进行总结．
２．１　完全展开

２００８年,Miller等人[４０]对凸多面体进行研究:
若Pb 为d＋１维的凸多面体边界,该方法证明Pb

到RRd空间中存在单一非重叠展开多面体网．此外,

他们还提出凸多面体边界上的最短路径数猜想,用
于连续展开凸多面体．２０１０年,Itoh等人[４１]将星展

开概念扩展到多边形闭合曲线Qc 中:将任意凸多

面体P 的表面展开成简单不重叠的平面多边形,只
需沿着P 到Qc 中每个顶点的最短路径进行分割．
２０１１年,Demaine等人[４２]研究任意凸多面体单一非

重叠平面形式展开方法,包含２步:使用源展开方法

连续展开凸多面体;细化凸多面体的展开部分,并使

用蛇形展开算法生成更为连续的平面展开形式．
２０１１年,Takahashi等人[４３]提出三角形非凸多

面体网格展开算法:通过计算曲面曲率,将网格顶点

分为双曲线顶点和椭圆顶点,并使用基于遗传的方

法搜索自适应采样网格展开．该方法无需将３维网

格展开到平面上,便可检索局部自交情况,加快对无

重叠单连通展开速度．
２０１５年,Xi等人[４４]将多面体建模为多连杆树

结构,并在离散域中采样,解决连续展开多面体问

题．多连杆树结构的铰链为展开结构中的共享边,折
叠角为铰链处二面角的补角．设多连杆树当前结构

C＝{θ１,θ２,􀆺,θn},初始结构S＝{ρ１,ρ２,􀆺,ρn}和
目标结构G＝{０,０,􀆺,０},θ和ρ 分别为当前结构

和初始结构的折叠角．通过线性插值初始空路径图

R,判断生成的中间结构C 是否能直接连接初始结

构S 和目标结构G;若可连接,则找到有效展开路

径,反之使用离散采样器采样折叠角的完全展开状

态、目标状态以及完全折叠状态{０,ρi,π},并通过连

接器添加到R 中,若R 中的路径有效,则找到展开

路径,否则再次采样,直到找到有效路径．文献[４４]
比较连续采样器与离散采样器生成有效结构的能

力:连续采样器在７DOF 空间中有效率为３８％左

右,而离散采样器的有效率超过７０％;在４３DOF的

空间中,连续采样器的有效率为０．０６％,而离散采样

器为５８％,说明离散采样器具有高效性．但是,对于

大型非凸多面体,若S 和G 不能线性连接,则很难

生成有效的展开路径．
在完全展开算法中,文献[４０Ｇ４２]主要计算凸多

面体的单一非重叠展开,其中,文献[４０,４２]使用源

展开方法,文献[４１]使用改进的星展开方法．文献

[４３Ｇ４４]主要针对非凸多面体展开,但文献[４３]通过

遗传方法优化展开的贴片数量,即展开图案不单一;
而文献[４４]通过离散采样找到有效的展开路径,但
无法计算非线性连接的非凸多面体．
２．２　近似展开

２００３年,陈动人等人[４５]利用伪直母线对拓扑
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结构复杂的曲面结构进行自适应分片展开,大幅度

提高展开质量．２００６年,Kharevych等人[４６]提出基

于圆模式的离散保角映射展开算法,通过求解每个

三角面片外接圆的半径以及各个外接圆之间的交

角,确定平面展开布局．该算法可以控制映射的边界

形状,具有健壮性．２００７年,Zayer等人[４７]使用角度

误差估计方法,首次提出保角映射的线性算法．２００８
年,Mullen等人[４８]通过求解包含稀疏对称矩阵的

广义特征值问题的最大特征值,最小化离散加权保

角映射能量,计算展开结果．２０１２年,文献[３]提出

全局保角映射展开算法,通过确定圆锥位置和角度,
展平曲面．

２０１７年,Sawhney等人[４９]提出控制目标形状

边界 的 保 角 映 射 线 性 展 开 算 法 (boundaryfirst
flattening,BFF),包括最优面积失真自动展开、控
制边界长度或角度展开、保存尖锐角展开、无缝圆

锥映射展开、均匀展开和指定目标形状展开６种．
BFF算法将保角映射表示为共轭调和函数,并通过

Cherrier公式和１对Poincarr共轭调和函数展开算

子构造边界数据(保角缩放因子u 或边界顶点外角

􀭹κ),之后将映射扩展到平面域的内部,使用 Hilbert
变换求解共轭问题,得到展开结构．相比于其他控制

边界保角映射展开算法[４６],BFF算法的计算速度快

５０倍左右．然而BFF算法只关注欧几里得域,而非

离散域．
２０１８年,Soliman等人[５０]提出添加锥奇点(锥

数量、大 小 和 位 置)的 最 小 失 真 (minimalarea
distortion,MAD)展开算法,包括最小总面积失真

展开、控制锥位置并惩罚失真区域展开、计算最优边

界形状展开和控制锥角范围展开４种．MAD算法的

根本目标是在输入模型M(若有边界记为 Mb)上找

到１组锥点pm ∈M 和相应的锥角θm ∈RR,使展开

后的面积失真最小,即[５０]:

minimize
pm ∈M,θm ∈RR

EM (u), (２)

s．t．　Δu＝K －∑
m
θmδpm

,inM,

u＝０,onMb,
其中,能量EM 测量面积失真,u 为保角缩放因子,Δ
是拉普拉斯算子,K 为初始高斯曲率,δp 表示p 的

Diracdelta度量．MAD算法只需求解５０~１００个线

性系统,且不依赖模型分辨率,无论使用均匀还是可

变密度的网格,都能用少量的锥计算,具有良好的健

壮性．但是,文献[５０]并未考虑量化角度的最优锥构

型问题(例如,锥角设置为π∕２的整数倍)．

２０１８年,Sharp等人[５１]提出全局变分展开算

法．不同于显式参数化曲面算法,该算法通过定义切

割曲线γ 的演化方程,直接优化切割和展开过程中

的变形[５１]:

d
dtγ＝ ∂u

∂n
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

n, (３)

其中,n 是曲线γ 的单位法线,u 是保角缩放因子．该
算法对于初始切割线的依赖性小,具有较好的健壮

性．虽然在平滑条件中不会出现多个分割区域合并

或单个区域一分为二的情况,但会产生较窄的区域,
在离散条件下可能会出现夹点．

对于近似展开算法,文献[４５]通过伪直母线展

开曲面,却无法控制展开的边界形状;文献[３,４６Ｇ
４７,４９Ｇ５１]通过保角映射寻找近似展开结构,确保展

开过程中的面积失真最小．其中,文献[４６Ｇ４７,４９]可
以控制展开边界形状,但文献[４６Ｇ４７]无法控制边界

长度,而文献[４９]既可控制边界长度,也可控制边界

角度．此外,文献[４９Ｇ５０]使用参数化方法展开曲面,
而文献[５１]仅通过优化切割曲线方程寻找最优切割

路径．

３　折叠算法研究进展

本节根据折叠形式的不同,从 Kirigami折叠和

Origami折叠２个方面介绍折叠算法研究进展,总
结它们的主要工作、算法思想并讨论其优势与不足．
３．１　Origami折叠

本节对 Origami折叠的相关文献进行整理,按
照折痕形式将 Origami折叠分为刚性折叠和弯曲折

叠．同时总结其中典型文献的主要算法和优缺点．
３．１．１　刚性折叠

Fig．３　Thefoldingmoleculesarehidden

behindthesurface[５２]

图３　折合分子隐藏到曲面后[５２]

２０１０年,Tachi[５２]提出２维纸结构在无切割、无
拉伸条件下折叠成３维目标结构的逆设计算法,其
关键在于将３维折纸问题转化为在平面上布置多边

形的问题,之后通过插入折合分子连接相邻的多边

形(折合分子隐藏在可见表面后面),如图３所示．此
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外,通过构造有效折痕图案所需的等式和不等式条

件,提出基于２步映射和边缘分割的算法．但是,该
算法并不适用于任意模型．

２０１５年,Chen等人[５３]提出厚板结构刚性折叠

方法,根据零厚度刚性折叠结构设计的２维折痕图

案,实现零厚度与非零厚度材料间的等效运动．零厚

度刚性折叠运动可看作是球面连杆结构运动,折痕

看作为旋转关节J,以折痕为界的面看作为连杆．非
零厚度刚性折叠运动通过实现与零厚度的球面连杆

结果相同的运动条件(折痕排列及折叠角度),完成

折叠过程．４折痕图案存在１个空间４J 连杆;而５
折痕和６折痕图案包含２DOF或３DOF,但其对应

的非零厚度材料是空间过约束 Bricard连杆结构,
只有１DOF．因此若要实现５折痕和６折痕零厚度

折叠与非零厚度折叠之间运动的等效,需要通过对

称或其他方式降低前者的自由度．
２０１６年,Chen等人[５４]分析６折痕水弹折叠问

题及其非零厚度折叠运动．如图４所示,６折痕水弹

图案包含２类顶点:顶点D(４条谷折痕、２条山折

痕)、顶点W(２条谷折痕、４条山折痕)．文献[５４]证
明,在通常情况下,具有顶点D 和顶点W 的折叠图

案存在２种不同的折叠方式,但是在折叠过程中可

能会出现２级运动或阻塞情况．

Fig．４　SixfoldwaterbombpatternvertexD
andvertexW [５４]

图４　６折痕水弹图案顶点D 及顶点W [５４]

与零厚度折叠相比,非零厚度折叠的优点在于:

１)非零厚度折叠结构是仅具有 １DOF 的过约束

Bricard连杆结构,不需要其他约束保持运动的对称

性;２)零厚度折叠运动具有奇异性,而非零厚度折叠

运动只有在特定厚度下才会出现２条路径,有利于

工程应用．
对于刚性折叠方法,文献[５２]通过引入折合分

子,无分割和撕裂地折叠零厚度平面结构;文献[５３Ｇ

５４]主要研究零厚度结构与非零厚度结构间的运动

关系:文献[５４]在文献[５３]的基础上,总结零厚度结

构与非零厚度结构的折叠路径及折叠条件．
３．１．２　弯曲折叠

２０１２年,Solomon等人[５５]将离散可展曲面看作

是在无撕扯或粘合条件下折叠的纸结构,提出离散

可展曲面交互建模方法．为确保每个模型对应唯一

的离散可展曲面,需要满足３种约束条件:几何约

束、兼容性约束和附加约束．
２０１６年,Tang等人[５６]提出可展曲面建模和折

痕设计算法．该算法通过样条曲线近似用点云表示

的参考模型,并通过分段可展的方法生成水密复合

的可展曲面．首先,通过将平面局部拟合到点云上,
计算参考形状的剩余点qj 中的法向量mj;之后线

性插值样条曲线a,b,得到条带φ 的曲面s;最后使

用引导投影算法将qj 投影到可展曲面s上．该算法

适用于任意复杂的可展曲面:对于参考形状中的区

域ψ１,ψ２,􀆺分别用条带φ１,φ２,􀆺近似,之后合并条

带φ１,φ２,􀆺并在边界处添加近似约束,形成水密曲

面．然而,该算法的区域是用户定义的,因此并未解

决最佳布局问题,也未考虑到连续近似和重叠问题．
２０１７年,Kilian等人[５７]提出弦驱动的折叠算

法,解决在等距变形空间中局部表示折叠路径以驱

动折叠的问题,简化弯曲曲面的折叠运动过程．该算

法先计算２维折痕图案的折叠运动,后计算在拉力

驱动下产生相同折叠序列的弦网络．但是,该算法只

适用于在拉力作用下折叠而成的曲面结构,对于其

他力荷载下成形的曲面结构无效．
２０１７年,Guseinov等人[５８]提出利用弹力驱动

曲率变化的壳结构设计算法(CurveUps),将含有预

弹性力的薄膜覆盖在硬质体结构上,当释放弹力时,
体结构相互碰撞挤压,迫使整体趋近于３维目标结

构．算法通过２步优化,生成２维的硬质体结构布

局:１)全局优化,定义软约束表示结构的期望特性,
定义硬约束用于捕获制造和驱动限制;２)局部优化,
利用弹力对模型参数的局部依赖性解决体结构间的

无效碰撞．由于相邻体结构间的局部可压缩性和二

面角约束影响,该算法并不适用于任意模型．
对于弯曲折叠,文献[５６Ｇ５８]皆用于构建３维结

构,但文献[５６]仅适用于可展曲面,文献[５７]仅适用

于拉力成型的３维结构,而文献[５８]使用弹力驱动

折叠,不能保证从平面初始状态到最终状态的自驱

动性,往往需要手动操作驱动变形．
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３．２　Kirigami折叠

２０１４年,Cho等人[５９]提出分层分割旋转单元的

方法．相较于原始的旋转单元结构,该方法不需要改

变材料的物理性质,便可增强目标结构的特性,扩展

材料的设计空间,提高伸展性能．
２０１５年,文献[１１]利用软膜 Kagome结构(如

图５所示)的屈曲不稳定性,通过控制铰链宽度,提
出具有预扭角度的变形方法:指定单元间的预扭角

度,控制整体结构的变形路径、变形模式、刚度和负

泊松比．该方法提供确定性的变形方式,并防止屈曲

的不稳定性．

Fig．５　Kagome[１１]

图５　Kagome结构[１１]

Fig．６　Cuttingandexpansionstructuresof

quadrilateralandtriangularunits[６０]

图６　四边形和三角形单元的分割和展开结构[６０]

２０１６年,Rafsanjani等人[６０]提出双稳态拉胀结

构设计方法,通过切割创建刚性旋转单元,在力的作

用下可实现２种平面结构的转换,并保证变形结构

的负泊松比和双稳态性．刚性单元是在正方形或等

边三角形的基础上切割而成,如图６所示:

２０１６ 年,Konakovi 等 人[６１] 将 平 面 切 割 成

Kagome旋转单元结构,提出交互式３维结构设计

方法．该方法通过计算全局保角映射解决非线性优

化问题,但是其３维结构不具有唯一性．在此基础

上,２０１８年,Konakovi等人[６２]提出可展结构设计算

法,可在膨胀力或重力荷载下从平面初始状态快速

变形为３维目标状态．该结构基于２维非均匀刚性

连杆结构,通过用户隐式编码目标形状的曲率,允许

在荷载下局部各向同性缩放,解决手动设置目标曲

面的问题,此外该结构单元在任何位置都能实现最

大扩展．然而该算法只能构建具有正平均曲率的曲

面,并不适用于所有曲面．
２０１９年,Choi等人[６３]提出使用力学模型模拟

２维与３维的 Kirigami结构变形过程,可以控制变

形结构的稳定性和变形的路径．该力学模型将旋转

单元的边模拟为拉伸弹簧,相连的铰链模拟为扭转

弹簧,通过最小化变形能量E,得到连续的变形路

径．变形能量E 的公式为[６３]:

E(y１,y２,􀆺,yn)＝
１
Ns

∑
k,j

yk －yj －lkj

lkj

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

λr
１
Nc

∑
k
θ２

k, (４)

其中,yk 表示旋转单元顶点k 位置,θk 表示分割线

间的角度,lkj为拉伸弹簧kj静止状态下的长度,Ns

为拉伸弹簧的数量,Nc 为扭转弹簧的数量,λr 是扭

转弹簧常数与拉伸弹簧常数之比．λr 越大,铰链越

宽,其闭合倾向也越大．因此当λr→０时,其变形结

构趋近于双稳态．
对于 Kirigami折叠,文献[５９Ｇ６０]通过对刚性

单元进行二次分割,增强结构特性,如文献[５９]提
高结构的拉伸能力,文献[６０]提高结构的稳定性．
文献[６１Ｇ６２]实现２维与３维结构的转换,提出逆设

计算法．但文献[６１]无法保证刚性单元完全展开,而
文献[６２]在此基础上使用膨胀力和重力荷载解决局

限性．

４　分析与讨论

本节总结展开及折叠算法性能的评价指标,并
分析典型展开及折叠算法．
４．１　算法评价指标

通过对已有文献的整理研究,４．１．１节总结展

开算法的评价指标,４．１．２节总结折叠算法的评价

指标．
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４．１．１　展开算法

展开算法的评价指标分为２类:完全展开指标

和近似展开指标．
１)完全展开

完全展开的评价指标包括展开数量(Np)、展
开时间(Tu)、拓扑特征(NDOF)、面积比(Aarea)．其
中,拓扑特征NDOF可根据多面体网的自由度评定,
定义为[２８]:

NDOF＝
Nleaf

N
, (５)

其中,Nleaf表示展开的多面体网１级节点数量,N 表

示多面体网的总节点数量．
面积比Aarea提供多面体网的分支间隙信息,是

多面体网的包围盒面积AH 与表面积AD 之比[２８]:

Aarea＝
AH

AD
, (６)

如果Aarea接近１,表明多面体网是紧密相连的．
２)近似展开

近似展开算法除展开时间(Tu)外,还可通过角

度失真(Qang)或面积失真(EA,ED(u),EL(u))评
估．其中,角度失真Qang为面片tp 在映射过程中的奇

异值σ１
tp

,σ２
tp之比[６４]:

Qang＝∑
tp

ωtp
(σ１

tp∕σ２
tp ＋σ２

tp∕σ１
tp

)． (７)

　　面积失真由以下几种方式测量,通过面片tp 在

映射过程中的奇异值σ１
tp

,σ２
tp计算[６４]:

EA ＝∑
tp

ωtp
(σ１

tpσ２
tp ＋１∕(σ１

tpσ２
tp)), (８)

或通过计算模型 M 的 Dirichlet能量衡量,即测量

映射过程中的全局缩放因子u 的变化,定义为[５０]:

ED(u) １
２∫M

u ２dA, (９)

当ED 越 趋 近 于 ０,面 积 失 真 越 小;对 于 无 法 用

Dirichlet能量测量的情况,可使用L２ 范数测量[５０]:

EL(u) １
２∫M

u２dA． (１０)

此外,还可通过对比锥数量ncone和总锥角w 评

定,总锥角w 可定义为[５０]:

w＝∑
ncone

wncone． (１１)

４．１．２　折叠算法

折叠算法的评价指标分为２类:Origami折叠

和 Kirigami折叠指标．
１)Origami折叠

Origami折叠的评价指标包括折叠时间(Tf)、

曲面平整度(δs)、可展性(K)、折叠的效率(ηori)、近
似误差(H)．对于四边形可展条带拟合的可展曲面,
可根据曲面平整度δs 评估曲面质量,定义如下[５６]:

δs＝
ls

as
, (１２)

其中,ls 为四边形条带的对角线距离,as 为四边形

条带的２个短边长度的平均值．
曲面的可展性通过计算高斯曲率K 判断,定义

如下[５６]:

K(i)＝
２π－∑

j
θj

Amixed
, (１３)

其中,θj 是顶点i的一环邻域角度,j为顶点i的一

环邻域面片数,Amixed是i的一环邻域的混合面积．
折叠效率ηori为模型的表面积Apr与折叠所需

的平面材料的表面积Aori之比[５２]:

ηori＝
Apr

Aori
． (１４)

近似误差 H 可根据生成模型M１ 与目标模型

M２ 间的 Hausdorff距离计算,公式为[６５]:

H＝max{h(M１,M２),h(M２,M１)}, (１５)
其中,h M１,M２( ) ,h M２,M１( ) 分别为从 M１ 至 M２

和从M２ 至M１ 的单向 Hausdorff距离．
２)Kirigami折叠

Kirigami折叠的评价指标包括稳态性(η)、最
大相对 顶 点 偏 差 (ρmax)和 孔 隙 度 (Sh)．对 于 由

Kirigami技术制造的旋转单元拉胀结构,稳态性η
定义为变形稳定状态下的局部最小应变能Emin与其

最大应变能Emax之比[６０]:

η＝
Emin

Emax
, (１６)

当η＜１时表明结构具有双稳态性,η＝１表明具有

亚稳态性,η＞１表明具有单稳态性．
最大相对顶点偏差ρmax计算为[６２]:

ρmax＝
Dmax

L
, (１７)

其中,Dmax为生成结构中顶点与目标结构中对应

顶点间的最大距离,L 为目标结构包围盒对角线的

长度．
孔隙度Sh 表明 Kirigami变形结构的孔隙大

小,计算公式为[６３]:

Sh＝
Sd－S０

Sd
, (１８)

其中,Sd 表示变形结构的孔隙面积,S０ 表示结构
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覆盖区域的面积．
４．２　算法分析与比较

根据４．１节的展开与折叠算法评价指标,对典

型的展开与折叠算法进行分析和比较．

４．２．１　展开算法

关于展开算法研究工作的分析与比较结果如

表３所示,主要比较因素包括分类、相关文献、发表

年份、评价指标及特点．

Table３　ComparisonofUnfoldingAlgorithms
表３　展开算法对比

Classification Reference PublicationYear EvaluationIndex Features

Full
Unfolding

Ref[６６] ２００５ Np∕Tu
Usetheminimumspanningtreetounfoldthe３Dgrid,but
its２Dstructureisnotasingleconnection．

Ref[４３] ２０１１ Np∕Tu
Usethegeneticalgorithmtooptimizeunfoldedpatchesand
thedistancebetweenboundaries．

Ref[４４] ２０１５ Tu UsethemultiＧlinktreestructuretounfold．

Ref[２８] ２０１８ Tu∕NDOF∕Aarea

Combinethe topology and geometricfeaturesinto a
geneticＧbasedfitnessfunction,butforcomplex models,
detailsmaybelost．

Approximate
Unfolding

Ref[６４] ２００８ Qang∕EA Localmappingandglobalunfolding．

Ref[６７] ２００８ ED(u) Automaticallycalculateconesingularities,butthetexture
mappingofhighgenusgridisnotimplemented．

Ref[６８] ２０１０
Introduceelasticdeformationtoparameterizethemesh,
butnotsuitableforclosedgrids．

Ref[３] ２０１２ Tu∕EA∕ncone
Aglobalalgorithmforfindingthelocationandangleof
conesingularities．

Ref[４９] ２０１７ ED(u)∕Qang∕Tu
Alinearalgorithmthatcontrolsthelengthorangleofthe
boundary,butonlyontheEuclideandomain．

Ref[５０] ２０１８ ncone∕w∕EL(u) A globalalgorithm to calculatetheconesingularities
(number,size,position),butnotfindthebest２Dlayout．

Ref[５１] ２０１８ ED(u) Directlyoptimizethedeformationcausedbycuttingand
unfolding,butsomeareaswillbenarrow．

　　在完全展开算法中,实验结果表明:文献[４３]的
计算时间随着网格面数的增加而增加,并受曲率的

影响,其最长展开时间为７８５．５s(９５０个面的fish模

型)．文献[２８]在超过１００个面的模型上训练十分耗

时:当bunny模型的面数从４８增加到１２８时,训练

时间从３９min增加到４２７min．
在近似展开算法中,实验结果表明:在文献[２Ｇ

３,５０]的３种添加锥奇点的展开算法中,如表４所

示:当锥数量相同时,文献[５０]的失真面积最小;在
面积失真相近时,文献[５０]放置的锥数量和总锥角

更少;当总锥角相近时,文献[５０]放置的锥数量和失

真面积更小．此外,对于含有１０００００~１５００００个三

角形的模型,文献[５０]最多需要２０~２５s,优于其他

２种算法．在文献[４５,６９]的２种算法中,文献[４５]可
以控制展开面片数量,相比于后者的简单带状分割

方法,更好地抓住曲面的几何特征,且避免引入不必

要的分割．在文献[４７,４９,６７]的３种可控边界的算

法中,文献[４９]不仅可以同时控制边界的角度和长

度,还表现出最小的最大失真面积．最后,在文献

[６４,６８]的２种算法中,文献[６８]具有较好的保面性

质,但是其可计算的网格有限．

Table４　ComparisonofThreeConeSingularities
UnfoldingAlgorithms[５０]

表４　３种添加锥奇点展开算法比较[５０]

Reference
Numberof

Cones
TotalCone

Angles
Area

Distortion

Ref[２] ８ ４．０２π ０．７２

Ref[２] ５６ １８．４π ０．０９

Ref[３] ３８ ８．９π ０．１５

Ref[５０] ８ ５．０π ０．０６

４．２．２　折叠算法

典型折叠算法的分析与比较结果如表５所示,
主要比较因素包括分类、相关文献、发表年份、评价

指标以及特点．
对于 Origami折叠,实验结果表明:文献[５２]的

折叠效率皆在０．１~０．５之间．其中,直径约为５００mm、
厚度约为１１６g∕m２的凸形纸折叠而成的bunny模

型,折叠效率为０．１７２．文献[５６]中,不同模型每次的
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迭代时间为０．０４~０．８s,其实验结果较为平滑．文献

[５８]的算法可在简单模型和局部高曲率的复杂模型

上计算,在Lilium 模型上的平均误差小于１mm,而

在２０cm的Spot模型上,其平均误差小于４．３mm,最
大误差为１２．８mm,但是其全局优化时间为１３６２s,
局部优化时间为６２０５s,耗时较长．

Table５　ComparisonofFoldingAlgorithms
表５　折叠算法对比

Classification Reference PublicationYear EvaluationIndex Features

Origami

Ref[５２] ２０１０ Tf∕ηori

Introducetuckingmoleculestofoldasingleplanarintoa
３D structure without cutting; but not suitable for
arbitrarymodelsorhardmaterials．

Ref[５４] ２０１６
AnalyzethesixＧcreasewaterbombfoldingproblem,and
proposethemotionconditionsofzeroＧthicknessandthick
panelsfolding．

Ref[５６] ２０１６ Tf∕δs∕K
Thedevelopablesurfaceisrepresentedassplines,butthe
approximatecontinuity and overlap problems are not
considered．

Ref[５７] ２０１７
Constructanetworkofstringsandusetensiontodrive
folding,butcannotcalculatethetargetstructureofnonＧ
tensionforming．

Ref[５８] ２０１７ H∕ηori
Elasticitydrivescurvaturechanges,butnotsuitableforall
models．

Kirigami

Ref[５９] ２０１４
Fractalcutting,butforelasticmaterials,thedeformed
structureisnotstable．

Ref[６０] ２０１６ η
Design the bistable structure,but only considerthe
rotationintheplane．

Ref[６１] ２０１６
Aninversedesignalgorithm for３Dstructure,butthe
resultsrequiremanualcontrol．

Ref[６２] ２０１８ ρmax
Deformationunderexpansionorgravityload,butcannot
constructanegativeaveragecurvaturestructure．

Ref[６３] ２０１９ Sh
Usea mechanical modelforsimulation,butitisnot
guaranteedtoexpandtothemaximum．

　　对于 Kirigami折叠,实验结果表明:文献[６０]
虽然改进传统拉胀结构[５９]单稳态性的特点,生成双

稳态结构,但其研究仅局限于平面域．文献[６１Ｇ６２]
虽然将结构扩展到３维空间,但无法保持双稳态性:
文献[６１]需要手动控制受力情况,且其３维结构并

非完全扩展;文献[６２]可在膨胀力或重力荷载下自

动生成３维结构,并保证结构完全扩展,其最差的模

型相对偏差为０．００１８,误差较小．

５　总结与展望

本文对近年来的几何展开与折叠算法进行综

述、分析与比较:在展开方面,根据展开程度,从完全

展开和近似展开２方面分别总结并论述其相关研究

工作进展;在折叠方面,根据折叠形式不同,分为

Origami折叠(包括刚性折叠、弯曲折叠)和 Kirigami
折叠２类．之后,本文分别给出展开与折叠的评价指

标,比较其中的典型算法．此外,本文从机器人领域、

计算机动画领域、深度学习领域及其他领域４个方

面介绍展开与折叠的相关应用．
目前,已有大量学者对展开与折叠问题进行研

究,并提出许多改进算法,但仍存在许多不足,还需

进一步研究．本文总结展开与折叠问题的４方面发

展趋势:
趋势１．提高算法的精度和健壮性．
在展开算法中,切割线位置的选取对展开结果

有直接影响．对于完全展开算法,需要考虑如何快速

精确地寻找最优切割位置;对于近似展开算法,需要

考虑如何避免角度或面积失真,计算更近似的平面

图案．尤其,对于添加锥奇点的近似展开算法[２,５０,６７],
除了考虑尽可能减少锥数量和锥角外,可以尝试优

化圆锥的几何结构,通过寻找最优的锥结构,减少展

开结果的失真,提高精度．
在折叠算法中,Origami折叠需要考虑折叠效

率问题,即如何优化约束的折叠过程,在保证折叠连

续性的同时避免生成模型的重叠率;而在 Kirigami
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折叠的逆设计算法中,需要考虑如何减少变形结构

的误差．
此外,大多数的展开与折叠算法只适用于特定

类型的模型中,例如２０１９年,Hao等人[７０]提出的３
维凸结构薄板折叠方法．此外,除了计算大型或复杂

的非凸多面体的有效展开或折叠路径外,还需要考

虑展开结构与折叠结构的互逆过程,确保展开结构

可折叠回原模型．
趋势２．体折叠问题．
大部分折叠算法都是在零厚度材料的基础上研

究,而未考虑厚度对于制造应用的影响．文献[２６]提
出的体折叠算法为相关方向提供基础．此外,在虚拟

环境中模拟褶皱是耗时的设计过程,目前的研究大

多基于布料或纸张等零厚度材料,文献[２２]提出的

虚拟节点算法虽然可以在实体对象上模拟褶皱(如
皮肤),但效果并不真实．本文认为,可以将折叠算法

应用在实体对象上,并提高结果的真实性．
趋势３．自驱动过程．
展开与折叠问题适用于众多领域,如何进行自

驱动展开和折叠过程一直是重要的研究问题．文献

[５８]提出使用弹力驱动折叠,但并不能保证整个折

叠过程都处于自驱动状态中,对于部分模型,仍需用

户参与调节．文献[６２]提出使用重力或膨胀力驱动

折叠,但其算法只适用于非正平均曲率的双曲面模

型．本文认为,在设计展开和折叠算法时,可尝试与

已有的智能驱动方式结合,如形状记忆合金[７１]、电
活性聚合物[７２]和流体驱动[７３]等,提高计算过程的

自驱动能力．
趋势４．Kirigami折叠技术的智能应用．
在折叠问题中,Origami折叠技术一直是科研

学者的重点研究对象,而Kirigami折叠技术却未受到

同等的关注度,与 Origami折叠技术相比,Kirigami
折叠技术更适合用于设计高度可伸缩[７４Ｇ７５]和可变

形[７６]结构．但是,Kirigami折叠技术的设计理论和

应用并未完全结合,且并未过多开发相应的设计算

法．本文认为 Kirigami折叠灵活的伸缩性更适合于

机器人领域的应用．例如２０１８年,Rafsanjani等人[７７]

利用 Kirigami原理,显著提高软体机器人的爬行能

力．
此外,由于 Kirigami折叠结构能灵活地实现３

维与２维结构的转换,且其变形结构具有大量孔隙,
同样适用于应用在医疗领域,如智能医用支架设计、
智能绷带或皮肤移植等[７８],即减少固体部分的实际

表面积的同时,减少因接触异物而引起的炎症,避

免治疗的副作用．综上,虽然 Kirigami折叠技术未

得到完全开发,却具有广泛的研究意义,有待进一步

探索．
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