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Abstract　GraphＧbased multiＧview clusteringisoneoftherepresentative methodsinthatfield．
However,existingmodelsstillhaveproblemsasfollowing．First,mostofthemdonotconsiderthe
differenceofclusteringcapacityamongdifferentviewsandforceallviewstoshareacommon
similaritygraph．Next,somemodelsconstructthesimilaritygraphandconductclusteringinseparated
steps,resultingintheconstructedsimilaritygraphisnotoptimalforthefollowingclusteringtasks．
Finally,althoughtherearemanymodelsusingkernellearningtodealwiththenonlinearrelationship
betweendatapoints,mostofthemcalculatetheselfＧexpressiverelationshipinkernelspacebasedon
globalmodels．Suchglobalschemesarenotconducivetofullyexplorelocalnonlinearrelationship,and
easytobringaboutheavycomputingload．Therefore,thispaperproposesalatefusionmultiＧview
clusteringmodelbasedonlocalmultiＧkernellearning．Weimplementinformationfusionatthelevelof
classpartitionspaceratherthansimilaritygraph,andadoptlocalmultiＧkernellearningschemetofully
preservethelocalnonlinearrelationshipaswellasreducethecomputationalload．Wealsoproposean
alternativeoptimizationschemetosolvetheconstructionofsimilaritygraph,combinationofmultiＧ
kernelandgenerationofclassindicator matrixinaunifiedframework．Experimentson multiple
datasetsshowthattheproposedmethodhasgoodmultiＧviewclusteringeffect．
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摘　要　基于图谱理论的多视图聚类是该领域的代表性方法之一．然而,现有模型尚存在３个问题．１)这

类方法大多没有考虑不同视图之间的聚类性能差异,强制要求所有视图共享一个公共相似图;２)部分模

型将相似图构建和聚类分步进行,导致所构建的相似图对于聚类任务并非最优;３)虽已有若干模型采用

核学习处理数据间的非线性关系,但大多基于全局模型计算数据在核空间中的自表达关系,不利于充分

挖掘局部非线性信息,且易带来沉重的计算负荷．为了应对以上问题,提出一种基于邻域多核学习的后

融合多视图聚类算法,在类划分空间而不是数据相似图的层次进行信息融合,采用邻域多核学习方案在



充分保留局部非线性关系的同时减轻计算负荷,并提出一种交替优化方案将相似图构建、多核组合、类

指示矩阵生成等子任务在统一的框架下进行协同优化．多个数据集上的实验表明:该算法具有良好的多

视图聚类效果．
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　　机器学习的许多实际问题中,研究对象常由不

同来源的数据或不同特征进行刻画．例如不同机构

对同一新闻事件的各自报道,同一图像的不同特征

表示,同一故事的视频或文字描述．类似场景中,从
不同视角对同一对象集合进行描述的数据,称之为

多视图数据[１]．多视图学习利用多视图数据来获得

对象的全面理解,可以克服单视图数据可能导致的

偏差或不足,因而成为近年的研究热点[２]．同时,在
当前大数据时代,数据产生和收集的速度迅猛增

长,人工标注变得非常昂贵和不切实际,聚类分析

作为一种重要的无监督学习形式,日益受到研究者

的广泛关注．本文主要关注多视图聚类．已有研究表

明:多视图聚类能够充分利用视图之间的互补性和

一致性,从而产生比单视图聚类更为精确和健壮的

数据划分[３Ｇ４]．
现有的多视图聚类算法大致包括典型相关分

析、多视图矩阵分解、图谱聚类等类别[１]．近年来,许
多基于图谱理论的算法被陆续提出并取得良好效

果[３,５Ｇ７]．这些方法通常以分步进行的方式完成多视

图聚类,即首先构造每个视图的相似图S(similarity
graph),然后学习所有视图的公共相似图,最后对得

到的公共相似图进行聚类分析[３,６]．
上述基于图谱理论的多视图聚类算法在许多场

景中被证明是有效的,但仍存在３个缺陷．１)信息融

合可在原始数据级、特征级和决策级进行,构建公共

相似图的算法本质上是特征级的信息融合[３,７]．然
而,从相似图的性质来看,一者不同视图描述对象的

视角、聚类能力存在较大差异[８];二来由于实际应用

中广泛存在的信息缺失、噪声等因素容易造成某个

视图的相似图失真,强制所有视图共享一个公共相

似图可能导致最终聚类结果不理想[６]．２)目前基于

图谱理论的多视图聚类多以分步形式完成:即先构

造公共相似图,然后据此进行聚类．而不是在一个统

一的过程中优化这２个任务,从而可能导致额外的

PAC(probablyapproximatelycorrect)边界[３,９]．３)对

于数据中广泛存在的非线性关系,尽管已有若干工

作采用核方法进行有效处理,但大多基于全局自表

达学习的框架进行核变换[１０],基于局部结构进行多

核学习的方法仍鲜见报导．然而,局部结构对于聚类

分析和非线性关系建模有重要意义[１１Ｇ１２]．具体表现

包括:在足够小的邻域范围内,样本间非线性关系通

常能用局部线性嵌入一阶逼近,样本的聚类标签可

用近邻回归进行预测[１２Ｇ１３];在稍大的局部范围内,虽
然低维输入空间中数据样本分布呈现出非线性流形

关系,但若将其嵌入到高维特征空间中,则数据样本

在高维空间中的分布仍与欧氏空间局部同胚,从而

在局部范围内仍可借鉴欧氏空间的相关理论方法进

行建模与分析[１３]．
因此,本文提出一种基于邻域多核学习的后融

合多视图聚类算法(localmultiＧkernellearningbased
latefusionmultiＧviewclustering,LMLFMC)．其主

要贡献包括３个方面:

１)与基于全局自表达的核方法不同,本文仅考

虑近邻数据,无需学习整个数据集的自表达关系,从
而在保持局部非线性结构的同时减轻计算负荷．

２)尽管各视图的相似图可能存在差异,但不同

视图的数据是从不同角度描述同一个样本集合,其
簇类划分结构是跨越不同视图的全局结构,本文模

型将信息融合推迟到数据划分空间进行,因而比基

于相似图融合的多视图聚类模型更加鲁棒．
３)本文模型在一个统一的框架下,对多核组合

方式、各个视图的相似图构造及最终的簇类结构划

分进行协同优化,从而使得上述子任务能以相互促

进的方式迭代提升模型整体性能．

１　相关工作

由于多视图数据的广泛应用,近年来,许多将基

于图谱理论的聚类模型扩展到多视图的算法被不断

提出[７,１４Ｇ１７]．Saha等人[１４]首先构造视图的子空间表

示,然后在公共子空间实现多视图聚类,但没有考虑

不同视图的权重．针对此问题,Nie等人[７]首先生成
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每个视图的相似图,然后以不同权重将其整合得到

一个公共相似图,再在公共相似图上进行聚类分析．
后续若干算法对此进行持续研究,提出一系列更为

有效的 方 法[１５Ｇ１６]．这 些 方 法 并 不 需 要 附 加 的 KＧ
means步骤,但仍以分步进行的方式完成信息融合:
即首先生成各视图的相似图,保持不变,然后再进行

信息融合．此外,上述基于图谱理论的多视图聚类方

法强制所有视图统一到一个公共相似图,而该公共

相似图并没有以最终的簇类划分为目标进行优化,
从而导致对后者而言,该公共相似图并非最优．为了

减轻相似度矩阵的计算负担,Wang等人[１７]采用数

据簇相似度矩阵计算数据点和簇中心之间、而不是

对数据点之间的相似度,尽管该方法可以提高计算

效率,但仍需一个附加的聚类步骤来获得最终的簇

类划分．
本文模型采用谱旋转实现多视图信息的后融

合．Yu等人[１８]首次采用谱旋转实现多类别划分．
Zelnikmanor等人[１９]在此基础上提出自适应谱聚

类．Huang等人[２０]综合比较了谱聚类框架下的谱旋

转和KＧmeans算法,提出了一种基于谱旋转的谱聚

类算法．Nie等人[６]用谱旋转代替 KＧmeans聚类步

骤,将文献[２０]中的算法推广到多视图聚类,但仍以

分步方式完成多视图聚类,即先构造各视图的相似

图,在后续的聚类过程中这些相似图保持固定,这
可能导致所构造的相似图对于后续的聚类任务并非

最优．
核方法由于能有效建模数据点之间的非线性关

系而被广泛应用到聚类分析中．Scholkopf等人[２１]

提出了核 KＧmeans聚类算法,Zhang等人[２２]将其

扩展为基于核PCA的通用核学习框架．Langone等

人[２３]将核方法引入到谱聚类．上述基于单个核函数

的模型的性能严重依赖于核函数的选择．然而,从预

定义的函数库中选择最佳核函数非常耗时甚至不切

实际．为解决这一问题,Kang等人[２４]采用多核学习

对多个核函数进行优化加权,从而无需预先选择最

佳核函数．此后,Huang等人[１０]提出一种基于多核

学习的多视图聚类算法．已有研究表明:局部结构对

于聚类分析和非线性关系学习有重要意义[１１Ｇ１３]．但
上述基于核方法的聚类模型,均基于全局自表达学

习方案,即在核空间中学习所有样本对于特定样本

的全局线性表达,该方法不利于充分挖掘数据间的

局部结构,且对于在高维空间进行表达学习的核方

法而言,由于需要计算所有数据点的表达系数,从而

带来巨大的计算负荷．

２　本文模型

本节介绍本文提出的 LMLFMC模型．后文采

用斜粗体大∕小写分别代表矩阵和向量,如X,x．X
的第i行和第j列分别用Xi:和X:j表示．矩阵X 的

元素用相应的斜体小写字母加下标表示如xij．
X F 和 x 分别代表X 的F 范数和x 的l２ 范数．
黑体１代表元素全为１的向量．用Ind≜{Y∈{０,

１}n×c}|Y×１＝１}代表类别指示矩阵．多视图数据的

第v 个视图,视上下文方便用上标Xv 或下标Xv 进

行标注．
２．１　核空间中的邻接矩阵构造

对于给定的数据集X＝(x１,x２,􀆺,xn)∈RRm×n,
相似图(或称之为邻接矩阵)S 最常见的构建方法

是k近邻图,即将xi 与距其最近的k 个数据点进

行连接,两点之间边的权重由 高 斯 核 函 数sij ＝
exp(－ xi－xj

２∕２σ２)确定．该方法的问题在于,实
际应用中受噪声和离群点等因素影响,超参σ 难以

确定．Wright等人[２５]指出,稀疏表达对噪声和离群

点鲁棒．通常假定,两点之间边的权重应和距离成反

比,故本文采用稀疏表达构建数据矩阵的相似图

S[３],即:

min
S ∑

n

i,j＝１
xi－xj

２sij ＋ζ Si: １,

s．t．sij≥０．

(１)

对邻接矩阵S 进行归一化,使得ST１＝１,则式

(１)的第２项成为常数项,即此处的归一化操作等价

于对S 进行稀疏化约束．故问题式(１)可改写为

min
S ∑

n

i,j＝１
xi－xj

２sij,

s．t．sij≥０,ST１＝１．

(２)

但问题式(２)有平凡解:即对t＝argmin
j

xi－

xj
２ 的点xt,sit＝１;其他所有j≠t的点xj 对应的

sij都为零．因此,本文对问题式(２)加入一个先验约

束[３,２４]:

min
S ∑

n

i,j＝１
xi－xj

２
２sij ＋ξ S ２

F,

s．t．sij≥０,ST１＝１．

(３)

上述邻接矩阵S 的构建基于原始输入空间的

欧氏距离．采用该距离测度进行聚类,通常要求数

据集本身线性可分[２６],而该条件在真实数据上往往

难以满足．为克服该局限性,本文用核技巧将输入
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空间的数据映射到高维特征空间,以提高数据的可

分离性．
具体地,令Φ:RRm→H 为从原始输入空间RRm到

核空间H 的非线性映射,则包含n 个样本的原始输

入数据集X＝(x１,x２,􀆺,xn)∈RRm×n可以映射到

Φ(X)＝(Φ(x１),Φ(x２),􀆺,Φ(xn))．定义半正定核

函数矩阵K＝Φ(X)TΦ(X),则数据样本在核空间

中的内积可以用kij＝Φ(xi)TΦ(xj)描述．在上述核

函数矩阵K 的定义中,不需要显示定义非线性映射

Φ(X),从而显著减少核函数矩阵的计算量．利用kij

将问题式(３)映射到核空间,得到核空间的相似图S
构造问题:

min
S ∑

n

i,j＝１

(kii－２kij ＋kjj)sij ＋ξ S ２
F,

s．t．sij≥０,ST１＝１．
(４)

可验证,式(３)是式(４)采用线性核时的一个

特例．
２．２　低秩约束的单视图聚类

通过求解问题式(４),可得到每个视图的相似图

Sv,继而通过谱聚类进行聚类分析．然而,传统的谱

聚类需要一个附加的 KＧmeans步骤来获得最终的

聚类结果,而这个附加的聚类步骤可能会带来额外

的PAC边界[９]．故此,本文提出一种在统一框架下

对相似图构造和聚类分析进行协同求解的方法,使
得所构造的相似图的连通分量数目正好等于聚类数

目,从而省除附加的KＧmeans步骤．
根据图谱理论[２７],令S∈RRn×n为数据集X 的邻

接矩阵,定义其 度 矩 阵 (degree matrix)为 DS ＝
diag(ST１),其中diag(y)代表以其参数向量y 为

对角元素的对角矩阵．S 的拉普拉斯矩阵可以定义

为LS＝DS－S．拉普拉斯矩阵LS 具有如下重要性

质[２７]:
定理１．拉普拉斯矩阵LS 的特征值０的重数c

等于S 所对应的图中连通分量的个数．
定理１在聚类分析中的意义在于,如果拉普拉

斯矩阵的秩rank(LS)＝n－c,则对应的图正好包含

c个全连通分量,因此不需要附加的KＧmeans步骤

就可以得到最终的聚类结果．
受定理１的启发,本文对问题式(４)添加一个低

秩约束,使得所构造的相似图的连通分量数目正好

等于聚类数目,即:

min
S ∑

n

i,j＝１

(kii－２kij ＋kjj)sij ＋ξ S ２
F,

s．t．sij≥０,ST１＝１,rank(LS)＝n－c．
(５)

由于低秩约束不易处理,且LS 依赖于优化变

量S,直接求解问题式(５)非常困难．然而,由于LS

是半正定矩阵[２７],问题式(５)可转化为易于求解的

等价形式．
因为半正定矩阵的所有特征值均大于等于

零,令σi(LS)表示LS 的第i个最小特征值,约束

rank(LS)＝n－c等价于 ∑
c

i＝１
σi(LS)＝０．据 KyFan

定理[２８],最小的c个特征值之和可求解为

∑
c

i＝１
σi(LS)＝ min

FTF＝I
Tr(FTLSF)． (６)

问题式(６)的解F∗ ∈RRn×c由LS 的c个最小特

征值对应的特征向量构成．从谱聚类的求解过程可

知[２７],F∗ 恰好是样本矩阵的谱嵌入,谱聚类正是通

过对F∗ 进行KＧmeans聚类而得到最终的聚类结果．
将式(５)中的约束rank(LS)＝n－c用式(６)进

行替换,问题式(５)转换为

min
S,F ∑

n

i,j＝１

(kii－２kij ＋kjj)sij ＋

　　ξ S ２
F＋λTr(FTLSF),

s．t．sij≥０,ST１＝１,FTF＝I．

(７)

当问题式(７)中的参数λ 设置为一个足够大的

值时,其解F∗ 可使问题式(５)中约束rank(LS)＝
n－c得到满足．
２．３　基于谱旋转的后融合多视图聚类

现有基于图谱理论的多视图聚类大多先利用各

视图的邻接矩阵Sv 学习一个公共邻接矩阵U,然后

基于U 进行聚类分析[３,７]．但从邻接矩阵的角度来

看,因不同视图描述对象的角度、可分类性存在差

异[８];且信息缺失、噪声等现象易造成单个视图的邻

接矩阵Sv 失真．迫使所有视图共享一个公共邻接矩

阵可能会导致最终聚类结果不理想[６]．另一方面,从
类别指示矩阵Y 来看,由于不同视图的数据都是从

不同角度描述同一个样本集合,该集合的类别指示

矩阵Y 是一个跨越不同视图的全局结构,且Y 并不

由各视图的邻接矩阵Sv 直接求解得到,因此,对Sv

的聚类性能差异和信息失真,Y 比公共邻接矩阵U
更加鲁棒．因此,当将本文描述的聚类方案扩展到多

视图时,本文先对每个视图求解问题式(７)得到邻接

矩阵S∗
v 和对应的谱嵌入F∗

v ,然后再求解统一的分

类指示矩阵Y．
具体而言,对于单个视图,考察式(７)中F 的相

关目标函数项Tr(FTLSF)和约束FTF＝I 可知,F
的最优解F∗ 有旋转不变性,即:对任意正交矩阵
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R∈RRc×c,有 Tr(FTLSF)＝Tr((FR)T LSFR)和

(FR)TFR＝I,因此,若{S∗ ,F∗ }是问题式(７)的

解,则{S∗ ,F∗R}也是．
对某视图Xv 而言,其谱嵌入Fv 是其分类指示

矩阵Yv 的一组正交基[１８],同时,因不同视图有公共

的类别指示矩阵Y．因此,虽各视图的谱嵌入Fv 存

在差异,但因式(７)关于Fv 的解F∗
v 具有旋转不变

性,皆为Y 的正交基,故可通过求解Fv 的最优旋转

实现谱嵌入矩阵Fv 的信息融合,得到最优公共分

类指示矩阵Y∗ ．因此,本文构建基于谱旋转的后融

合模型:

min
Sv,Fv,Rv,Y

∑
V

v＝１
∑
n

i,j＝１
dv

ijsv
ij ＋ξ Sv ２

F＋

　　λTr((Fv)TLSvF)＋γY－FvRv ２
F,

s．t．sv
ij≥０,(Sv)T１＝１,(Fv)TFv＝I,

　　　Y∈Ind,(Rv)TRv＝I,

(８)

其中,dv
ij＝kv

ii－２kv
ij＋kv

jj,V 为视图个数．式(８)中目

标函数的最后一项 Y－FvRv ２
F 可视为各个视图的

谱嵌入矩阵的最佳旋转与统一类别指示矩阵Y 之

间的差异的正则化项．这一项的值越大,表明该视图

的类簇结构与统一类别指示矩阵的差异越大,在信

息融合中应该取更小的权重．显然式(８)没有考虑该

权重,因此,考虑不同视图在聚类融合中的贡献差

异,引入一个权重向量w,用其分量wv 描述不同视

图的权重差异,将式(８)改写为

min
Sv,Fv,Rv,Y,w

{∑
V

v＝１
∑
n

i,j＝１
dv

ijsv
ij ＋ξ Sv ２

F＋

λTr((Fv)TLSvF)＋
γ
wv

Y－FvRv ２
F},

s．t．dv
ij＝kv

ii－２kv
ij＋kv

jj,sv
ij≥０,(Sv)T１＝１,

　FT
vFv＝I,Y∈Ind,RT

vRv＝I,１Tw＝１． (９)
从上述分析可知,本文模型是对谱嵌入矩阵而

不是样本邻接矩阵进行信息融合．
２．４　基于多核学习的后融合多视图聚类

虽然式(９)描述的模型可在核空间中以统一框

架学习邻接矩阵和聚类指示矩阵,但仍面临核函数

的选择问题:核方法的性能与核函数的选择高度相

关．但针对特定问题预先选择一个最佳核函数非常

困难．在多视图学习中,此问题更加棘手,因为各视

图的数据之间的非线性关系可能互不相同,对于某

个视图而言最佳的核函数却不一定适用于另一个视

图．为了克服单个核函数的局限性,本节将式(９)描
述的单核模型扩展到多核,用多个预先定义的核函

数自动学习最佳核函数组合,从而避免核函数选择

的问题．

若共有m 个候选核函数{Kt}m
t＝１,则相应地有

m 个不同的核空间{Ht}m
t＝１．多核学习需利用候选核

函数生成一个新核函数,并保证所构建的新核函数

仍满足 Mercer条件．本文使用映射 Φ̂(x)＝[p１

Φ１(x),p２Φ２(x),􀆺,pmΦm(x)]连接所有核空

间[２９],生成核函数:

􀭾K(x,y)＝∑
m

t＝１
ptKt(x,y),∑

m

t＝１
pt ＝１,(１０)

其中,向量p 为核函数的权重向量,pt≥０(∀t)．由

式(１０)所生成的核函数矩阵􀭾K 是多个半正定矩阵的

凸组合,从而可以保证􀭾K 是半正定的,满足 Mercer
条件[２９]．

将式(１０)代入式(９),并调整参数位置,最终得

到本文基于多核学习的后融合多视图聚类模型:

min
Sv,Fv,Rv,Y,w,p

{∑
V

v＝１
∑
n

i,j＝１
μdv

ijsv
ij ＋α Sv ２

F＋

λTr((Fv)TLSvF)＋
１
wv

Y－FvRv ２
F},

s．t．dv
ij ＝􀭹kv

ii－２􀭹kv
ij ＋􀭹kv

jj,􀭾K＝∑
m

t＝１
ptKt(x,y),

pt ≥０(∀t),∑
m

t＝１
pt＝１,sv

ij ≥０,(Sv)T１＝１,

FT
vFv ＝I,Y ∈Ind,RT

vRv ＝I,１Tw＝１．(１１)

３　模型求解

因目标函数式(１１)中的优化变量相互耦合、包
含离散变量Y,且约束亦不平滑,故求解式(１１)并不

容易．本文提出一个交替迭代的优化方案求解式

(１１)．下文按优化变量具体介绍其各自更新规则．
３．１　固定其他变量,对每个视图更新Sv

当其他与Sv 无关的变量保持不变时,问题式

(１１)的目标函数关于Sv 可加,且关于Sv 的约束也

可按视图分离．因此,可独立对每个视图依次更新

Sv．省略视图上下标,则式(１１)可改写为

min
S ∑

n

i,j＝１
μdijsij ＋α S ２

F＋λTr(FTLSF),

s．t．sij≥０,ST１＝１． (１２)
通常仅保留数据点xi 与其最近邻的若干个数

据点之间的边,是以在保持邻接矩阵S 的稀疏性的

同时降低计算复杂度[３,３０]．若为数据相似图中的每

个节点保留k个邻居,即邻接矩阵S 每行仅保留k
个非零元素,则S 的更新方案为
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s＋
ij ＝

gi(k＋１)－gij

kgi(k＋１)－∑
k

j＝１
gik( )

,j≤k;

０,j＞k;

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１３)

其中,gij＝μdij＋λ Fi:－Fj:
２,详细求解过程见附

录 A．
３．２　固定其他变量,对每个视图更新Fv

与Sv 类似,当其他变量保持不变时,Fv 亦可依

视图进行独立更新,则式(１１)可改写为

min
FTF＝I

λTr(FTLSF)＋
１
wv

Y－FR ２
F, (１４)

因为此处LS,Y,R 皆为常量,式(１４)可变换为

min
FTF＝I

Tr(FTLSF)－
１

λwv
Tr(FTYRT)． (１５)

　　问题式(１５)是一个典型的Stiefel流形上的二

次 优 化 问 题 (quadraticproblem onthe Stiefel
manifold,QPSM)[３１]．由于式(１５)的目标函数的

Hessian矩阵LS 为半正定矩阵,所以式(１５)是一个

凸问题,其全局最优解F∗ 必然存在．若干学者对

QPSM 进行了深入研究,提出了若干高效稳定的迭

代算法,可用于求解式(１５)[３１Ｇ３２]．
３．３　固定其他变量,对每个视图更新Rv

类似地,Rv 亦可依视图独立更新．当其他变量

保持不变时,式(１１)可变换为

min
RTR＝I

Y－FR ２
F⇔max

RTR＝I
Tr(FTYR)． (１６)

该问题的解析解为[３１]

R＋ ＝UVT, (１７)
其中,U 和V 分别为FTY 的SVD分解的左右奇异

向量．
３．４　固定其他变量更新核函数权重向量pv

类似地,核函数权重向量pv 也可依视图独立

更新,此时式(１１)等价于:

min
p ∑

m

t＝１
pt∑

n

i,j＝１

(Kt)ii－２(Kt)ij ＋(Kt)jj( )sij,

s．t．　∑
m

t＝１
pt ＝１． (１８)

定义向量z,其第t个分量为

zt＝∑
n

i,j＝１

(Kt)ii－２(Kt)ij ＋(Kt)jj( )sij,

则式(１８)可等价变换为

min
p

{pTz},

s．t．　∑
m

t＝１
pt ＝１． (１９)

问题式(１９)的拉格朗日函数为

L(p,λ)＝pTz－λ １－∑
m

t＝１
pt( ) ． (２０)

据 KKT条件可知,令L(p,λ)关于pj 的一阶

导数为零,并结合约束 ∑
m

j＝１
pj ＝１,可得pj 的解析

解为

p＋
j ＝ zj∑

m

j＝１
z－１

j( )
－２
． (２１)

３．５　固定其他变量更新聚类指示矩阵Y
固定其他所有变量,对式(１１)求解Y 等价于:

min
Y∈Ind

１
wv

Y－FvRv ２
F{ }． (２２)

令Q ≜ ∑
v
FvRv∕wv,则式(２２)等价于:

max
Y∈Ind∑

n

i,j＝１
yijqij． (２３)

因Y 为类别指示矩阵,显然式(２３)有解析解为

y＋
ij ＝

１,j＝argmax
k

(qik);

０,otherwise．{ (２４)

３．６　固定其他变量更新视图权重向量w
固定其他所有变量,对式(１１)求解w 等价于:

min
w ∑

V

v＝１

１
wv

Y－FvRv ２
F,

s．t．wT１＝１,wv ≥０(∀v)． (２５)

定义辅助向量y 和x,其元素分别为yv＝ wv

和xv＝ Y－FvRv
F∕ wv ．则式(２５)等价于:

min
w

x ２,

s．t．wT１＝１,wv≥０(∀v)． (２６)
问题式(２６)可求解如下．据 CauchyＧSchwarz不

等式有:

x ２
２ ＝

(a)

x ２
２ y ２

２ ≥
(b)

(xTy)２, (２７)
其中,(a)成立基于 y ２＝wT１＝１．当x∝y 时,不等

式(b)的等号成立,即式(２６)的目标函数最小值为

(xTy)２＝ Y－FvRv ２
F, (２８)

将式(２８)的结论回代到问题式(２５),简单计算可得:

wv ＝ Y－FvRv
F ∑

V

v＝１
Y－FvRv

F． (２９)

总结本文模型(LMLFMC)的求解算法．
算法１．LMLFMC．
输入:多视图数据Xv、邻居个数k、类别数c、参

数μ 和λ、最大迭代次数tmax;
输出:类别指示矩阵Y．
① 初始化:t＝０,生成核矩阵,初始化w,p．
② 对每个视图Xv:
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按式(１３)更新Sv;
求解子问题式(１５)更新Fv;

　按式(１７)更新Rv;

　按式(２１)更新核矩阵权重向量pv．
③　按式(２４)更新Y;

④　按式(２９)更新视图权重向量w;

⑤　重复②~④直到最大迭代次数．

４　实验与结果分析

４．１　实验方案

实验环境为IntelXeonGold６２５４＠３．１０GHz
(X２)CPU,７６８GBRAM,２×TeslaV１００GPU．操作

系统为 WindowsServer２０１９,编程语言为 Matlab．
本文选取６个多视图聚类中广泛采用的公开数

据集进行实验:文本数据集３source和BBC,图像数

据集 Caltech１０１_７,１００leaves和 ALOI,以及网络∕
文本数据集 WebKB．详情如表１所示:

Table１　DetailedInformationofBenchmarkDatasets
表１　基准数据集详细信息

Dataset N V C d１ d２ d３ d４ d５ d６

３source １６９ ３ ６３５６０３６３１３０６８

BBC ６８５ ４ ５４６５９４６３３４６６５４６８４

１００leaves １６００ ３ １００ ６４ ６４ ６４

Caltech１０１_０７ １４７４ ６ ７ ４８ ４０ ２５４１９８４５１２ ９２８

ALOI １１０２５ ４ １００ ７７ １３ ６４ ６４

WebKB ２０３ ３ ４１７０３ ２３０ ２３０

表１中 N、V、C 分别代表数据集的样本个数,
视图个数和类别数．di 代表第i个视图的特征维数．

实验对原始数据进行归一化处理,采用１２个核

函数进行多核学习[２４],包括:线性核 K(x,y)＝
xTy;４个多项式核 K(x,y)＝(a＋xTy)b,其中

a∈{０,１},b∈ {２,４};７ 个 高 斯 核 K (x,y)＝
exp(－ x－y ２∕ξd２

max),其中dmax为样本间的最大

距离,ξ∈{０．０１,０．０５,０．１,１,１０,５０,１００}．
本文选取了多个代表性多视图聚类算法进

行 对 比 分 析．包 括:MKC(multiＧview KＧmeans
clustering)[３３],MVCNMF(multiＧview clustering
vianonＧnegative matrixfactorization)[３４],CRSC
(coＧregularized spectral clustering)[３５],RMSC
(robustmultiＧviewspectralclustering)[３６],ASMV
(adaptivestructureＧbased multiＧviewclustering)[１６],

AMG(autoＧweighted multiplegraphＧlearning)[７],

MKMVC(multiＧkernelmultiＧviewclustering)[１０],

MGFSC(multiＧgraphfusionspectralclustering)[８]．
同时,也将标准谱聚类SC(spectralclustering)[３７]应

用到每一个视图,并给出SC在各单视图的最佳和

最差结果．所有算法运行１０次,给出结果的均值和

方差．
４．２　实验结果分析

本文采用 ACC,MNI,FＧmeasure和 ARI这４
个指标进行聚类效果评价．实验结果如表２~７所

示．其中SC_w(Vi)和SC_b(Vj)分别表示将SC应

用到相应数据集的各个单视图,分别在第i个和第j
个视图上得到的最差(worst)和最佳结果(best)．最
好的２个结果用黑体显示．

Table２　ClusterPerformanceon３sourcesDataset
表２　３sources数据集上的聚类性能

Method ACC NMI FＧmeasure ARI

SC_w(V３)３３．５５(０．２９) ６．０８(０．４７) ３６．４４(０．２１) －１．０５(０．３４)

SC_b(V１)３４．９１(０．００) ５．８６(０．００) ３６．９６(０．００) －０．３６(０．００)

MVCNMF ５１．１８(１．７３) ４７．０４(１．８９) ４５．６４(１．４０) ２９．４８(１．８７)

MKC ４７．９９(３．３５) ３６．３０(６．５０) ３８．２５(３．９８) ２０．７９(４．０２)

CRSC ５５．４３(４．０８) ５１．５７(２．６２) ４８．８３(３．０７) ３４．７２(４．２０)

RMSC ４８．１７(１．８５) ４０．７１(２．１７) ４２．３４(２．１３) ２７．９７(２．８２)

ASMV ３３．７３(０．００) ８．９６(０．００) ３５．２８(０．００) －２．１１(０．００)

AMG ６７．５１(３．１２) ５７．８８(４．７３) ６０．１０(４．７８) ４４．８８(７．７３)

MKMVC ７２．１７(０．００) ５６．８２(０．００) ５９．６３(０．００) ４６．３９(０．００)

GFSC ７０．２６(２．２１) ５９．２１(２．４２) ６２．６６(２．０８) ４７．２０(３．９６)

LMLFMC ７８．１１(０．００) ６６．９８(０．００) ７０．８７(０．００) ６１．１４(０．００)

　Note:ThetopＧ２resultsofeverycolumnarehighlightedinbold．

Table３　ClusterPerformanceonBBCDataset
表３　BBC数据集上的聚类性能

Method ACC NMI FＧmeasure ARI

SC_w(V１)３２．９９(０．００) ２．０９(０．００) ３７．７４(０．００) ０．１３(０．００)

SC_b(V３)３３．８７(０．００) ２．６２(０．００) ３８．０４(０．００) ０．３４(０．００)

MVCNMF４６．２２(３．０８)３２．５８(２．９３) ３８．０９(１．０２)１１．８１(２．２４)

MKC ６０．１８(２．９５)４８．２２(４．７２) ５０．３０(４．０６)３４．１６(６．３８)

CRSC ４６．６６(０．５９)２５．６６(３．２５) ４６．５２(２．３１)２１．６２(５．４７)

RMSC ６８．３５(７．２９)５３．４５(３．０７) ５７．６３(３．１０)４４．９３(３．５５)

ASMV ３３．７２(０．００) ３．４８(０．００) ３７．８１(０．００) ０．１８(０．００)

AMG ５０．３２(１０．１６)３２．１９(１７．４０)５１．１０(７．８０)２６．６７(１５．２５)

MKMVC ７１．８７(０．００)５２．６５(０．００) ６９．４２(０．００)５７．３１(０．００)

GFSC ４４．４５(２．４０)２９．３２(１．１４) ３７．０５(７．８７) ７．７９(２．２１)

LMLFMC ８７．８８(０．００)７３．３３(０．００) ８１．３９(０．００)７５．６４(０．００)

　Note:ThetopＧ２resultsofeverycolumnarehighlightedinbold．
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Table４　ClusterPerformanceon１００leavesDataset
表４　１００leaves数据集上的聚类性能

Method ACC NMI FＧmeasure ARI

SC_w(V３)３３．７７(０．４９) ６３．５８(０．２５) ２０．３４(０．３８) １９．４３(０．３９)

SC_b(V１)６０．５０(０．５６) ８１．９３(０．２０) ４８．３８(０．７７) ４７．８１(０．７９)

MVCNMF ６７．６５(１．６７) ８６．５３(０．７４) ５９．３６(２．０５) ５８．９３(２．０８)

MKC １．００(０．００) ０．００(０．００) １．８６(０．００) ０．００(０．００)

CRSC ７８．０７(２．４１) ７４．８０(２．２６) ７２．９４(１．６５) ７４．４５(１．９４)

RMSC ７５．１８(２．３９) ９０．７２(０．８８) ６９．８２(２．８１) ６９．５１(２．８５)

ASMV ７９．０６(０．００) ９０．０９(０．００) ６１．４８(０．００) ６１．０４(０．００)

AMG ７０．５８(２．７５) ８７．４１(０．７７) ３８．４８(４．７４) ３７．６０(４．８５)

MKMVC ７４．６７(０．００) ９１．５２(０．００) ７１．４９(０．００) ６９．３７(０．００)

GFSC ５４．３７(２．１７) ４９．３３(１．９４) ３９．７３(１．８４) ２９．１９(１．４７)

LMLFMC ８０．４４(０．００) ９２．０７(０．００) ７５．７２(０．００) ７５．４７(０．００)

　Note:ThetopＧ２resultsofeverycolumnarehighlightedinbold．

Table５　ClusterPerformanceonCaltech１０１Ｇ７Dataset
表５　Caltech１０１Ｇ７数据集上的聚类性能

Method ACC NMI FＧmeasure ARI

SC_w(V１)３５．３０(０．０６) ２２．９７(０．１３) ３４．２７(０．０７) １５．３４(０．０９)

SC_b(V３)５５．０９(０．００) １０．７６(０．００) ５７．１０(０．００) ５．７２(０．００)

MVCNMF４２．６９(５．２１) ４２．０６(２．５０) ４５．５０(３．４２) ２９．３９(３．７３)

MKC ５１．７２(７．４５) ４６．５８(５．３７) ５３．６０(６．５１) ３８．１８(７．０６)

CRSC ４０．９１(２．３８) ４６．８１(２．３８) ４４．５２(２．０６) ２９．２０(２．４０)

RMSC ４４．０７(１．８８) ４５．４７(１．６３) ４５．９２(１．５９) ３０．５７(１．８８)

ASMV ５４．７５(０．００) ２．４２(０．００) ５５．８１(０．００) ０．９５(０．００)

AMG ６５．４１(８．９２) ４９．３６(１３．０９)６１．６０(６．７９) ３５．９１(１６．５８)

MKMVC ６３．５７(０．００) ５８．４６(０．００) ５９．３１(０．００) ４７．６４(０．００)

GFSC ５５．１８(０．３９) ５．３６(０．０７) ５５．６１(０．０２) ２．０８(０．３４))

LMLFMC ６４．３２(０．００) ６３．１３(０．００) ６４．９３(０．００) ５１．３６(０．００)

　Note:ThetopＧ２resultsofeverycolumnarehighlightedinbold．

Table６　ClusterPerformanceonALOIDataset
表６　ALOI数据集上的聚类性能

Method ACC NMI FＧmeasure ARI

SC_w(V１) ５．７２(０．１５) ２０．４１(０．１９) １．２１(０．０６) ０．２０(０．０６)

SC_b(V３)７０．５３(１．２４) ８１．８７(０．２３) ５６．１１(０．８４) ５５．６２(０．８５)

MVCNMF １．０５(０．００) ４．０７(０．００) １．９８(０．００) ０．０３(０．００)

MKC １．０２(０．００) ０．００(０．００) １．９５(０．００) ０．００(０．００)

CRSC ５３．４１(２．１３) ６７．２３(１．３２) ５１．９１(１．１８) ５０．５９(１．８９)

RMSC ５４．８５(２．００) ７３．７０(０．５１) ４２．３３(１．４５) ４１．７１(１．４８)

ASMV ４９．３７(０．００) ７０．３２(０．００) １０．０５(０．００) ８．４０(０．００)

AMG ５１．３０(１．５１) ７１．６２(１．０４) ２０．５０(１．７２) １８．８８(１．７８)

MKMVC ７２．３１(０．００) ７０．５６(０．００) ５５．４７(０．００) ５６．３８(０．００)

GFSC ２１．８０(１．９５) ６１．９４(１．４９) １８．３０(１．４８) １６．８７(１．５２)

LMLFMC ７６．５１(０．００) ８８．５４(０．００) ７０．４７(０．００) ７０．１５(０．００)

　Note:ThetopＧ２resultsofeverycolumnarehighlightedinbold．

Table７　ClusterPerformanceonWebKBDataset
表７　WebKB数据集上的聚类性能

Method ACC NMI FＧmeasure ARI

SC_w(V２)４１．８２(０．１６) ３．７６(０．５１) ４５．２７(０．４９) －１．２９(０．２５)

SC_b(V３)４９．１１(１．７８) ４．９２(１．００) ４６．１４(１．８２) －０．２８(１．１９)

MVCNMF５３．６９(０．００) ３．８３(０．００) ５６．６０(０．００) １．４３(０．００)

MKC ６４．３８(３．４５) ２７．０５(１．６６) ５６．６７(２．６０) ３０．１９(２．８７)

CRSC ６１．４８(３．０１) ３１．１０(２．４７) ５５．６９(２．５０) ３２．５７(３．１８)

RMSC ４６．８５(３．９７) ２２．５２(２．５７) ４５．７９(２．６４) ２１．３０(３．５６)

ASMV ６８．９７(８．３１) ２５．４５(１１．３３)６２．１４(４．３７) ３１．９９(１６．４２)

AMG ６６．０６(１０．９７)２６．５６(１９．３０)６２．５７(５．８２) ２２．０７(１８．３４)

MKMVC ６８．７８(０．００) ３７．７４(０．００) ６１．５１(０．００) ３５．２９(０．００)

GFSC ６２．４６(２．１３) ３３．２３(３．８１) ５７．５９(３．６１) ３４．７７(４．８９)

LMLFMC ６９．４６(０．００) ３５．３６(０．００) ６２．８７(４．３７) ３６．３３(０．００)

　Note:ThetopＧ２resultsofeverycolumnarehighlightedinbold．

１)聚类效果分析

① 除了Caltech１０１Ｇ７数据集上的 ACC指标和

WebKB数据集的 NMI指标结果稍次,本文模型其

他所有数据集的所有指标都比对比方法有显著提升．
② 从SC的结果可知,各视图的聚类性能差异

显著．以 ALOI为例,SC在 V３视图上有较好效果,
但在 V１上的结果基本不可用．说明不同视图的数

据相似图S 差异较大,将它们强行融合不尽合理．采
用类似融合方案的 GFSC在 ALOI上也效果不佳．

③ 包含附加的 KＧmeans聚类的算法,如 SC,

AMG,GFSC等,结果方差较大．AMG 方法尤甚．而

ASMV,MKMVC和本文算法由于不包含附加的

KＧmeans步骤,方差几乎为零．这说明消除附加的

KＧmeans聚类步骤可以提高稳定性．
④ 总体上,采用多核学习方案的 MKMVC和

本文方法在大部分数据集上都效果良好,说明多核

学习能有效表征各个视图的数据点之间的非线性关

系．而同样采用多核学习方案,本文的后融合方案显

著优于 MKMVC模型的相似图融合方案．
⑤ 某些情况下,单视图聚类得到的最佳结果偶

尔优于部分多视图聚类算法,表明要充分利用多个

视图之间的互补性和一致性并不容易,需仔细考量．
２)时间性能分析

各种方法的运行时间如表８所示．其中 SC_w
(SC_b)分别记录了SC算法在相应数据集的聚类效

果最差(最好)的单视图上运行１０次的平均时间．由
于SC算法在各个数据集上取得最佳或最差效果的

单视图序号不一致,所以表８中SC_w(SC_b)省略
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了代表最差(最好)单视图序号(相应的序号可以从

表２~７中查询)．

Table８　RunningTimeofEachMethodonAllDataset
表８　各种方法在所有数据集上的运行时间 s

Method ３sources BBC Caltech７１００leaves ALOI WebKB

SC_w ０．２９ ０．９７ ３．８９ ７．０３ １４．９６ ０．１９

SC_b ０．２７ １．０３ ３．７１ ６．９１ １５．５１ ０．２１

MVCNMF ３２．７８ ７４．３１ ２１４．３０ ３４３．５２ ９６７．３０ ２９．３６

MKC １．５９ ６．３２ ７２．１３ １５１．３７ ４３４．７０ １．４３

CRSC ０．５７ １．３７ １８．５２ ３２．５７ ９７．３０ ０．５２

RMSC ０．４５ ８．９４ ４８．２３ ６６．８４ １３４．７０ ０．４３

ASMV ４．４７ １４．１３ １６．３２ ２１．８１ ６７．３２ ５．３１

AMG ０．４３ １５．３１ １８．３７ ２０．３２ ６５．１７ ０．５６

MKMVC ０．６１ ２３．４１ ８７．４１ １８９．３２ ６０７．３０ ０．７７

GFSC ０．５９ １９．３６ ６４．５７ ２０３．１０ ９４２．７０ ０．７３

LMLFMC ０．６４ ２７．９３ ８６．８２ １６９．７９ ４９５ ０．８５

本文模型最耗时的环节是利用 QPSM 优化工

具求解F．该计算过程时间的复杂度为O(n２ct)[３１]．
其中n 代表样本个数,c代表类别数,t为 QPSM 算

法内部的迭代次数．
对样本个数多于１０００的数据集,所有算法都

采用 Matlab自带的 GPU运算实现．从表８可知,基
于多核学习的 MKMVC算法和本文算法耗时都比

较长,但考虑到聚类性能的显著提升,多核学习的

时间代价依然是有价值的．但对比 MKMVC算法

和本文算法的运行时间可以看出,虽本文模型因包

含 QPSM 子 问 题,理 论 上 的 时 间 复 杂 度 高 于

MKMVC,但因采用邻域学习的方案,所以运行时间

仍与 MKMVC基本相当,甚至在较大的数据集上比

MKMVC更快．这一点从 AMG 和 GFSC的运行时

间对比同样可看出,虽然两者的复杂度都为O(n３),
但因 AMG采用邻域学习方案,而 GFSC采用全局

自表 达 方 案,所 以 AMG 的 运 行 时 间 显 著 少 于

GFSC．这些现象表明,邻域学习因需考虑的数据点

较少,得到的相似矩阵也更为稀疏,可以显著提高运

算速度．邻域学习的速度优势在样本较多的 ALOI
数据集上更加明显．
４．３　参数敏感性分析

本文算法包含３个参数(μ,α,λ)．其中α在指定

邻居个数k后,用附录 A中的公式 A(１０)可直接求

解,无需调参．以３source数据集为例,图１~４显示

了当k＝２５时,各指标对不同参数设置的变化情况．

Fig．１　ACCw．r．t．differentparametersettings

on３sources
图１　３sources数据集上不同参数设置时的 ACC指标

Fig．２　NMIw．r．t．differentparametersettings

on３sources
图２　３sources数据集上不同参数设置时的 NMI指标

Fig．３　FＧmeasurew．r．t．differentparametersettings

on３sources
图３　３sources数据集上不同参数设置时的FＧmeasure

指标
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Fig．４　ARIw．r．t．differentparametersettings

on３sources
图４　３sources数据集上不同参数设置时的 ARI指标

　　从图１~４可以看出,本文算法对于参数μ和λ
都不敏感．事实上,所有数据集μ 取值{５E＋８~
５E＋１２}之间都能取得较好结果．算法对参数λ的稳

定性稍次于λ,但当λ∈{１E＋３,５E＋３,１E＋４,

５E＋４,１E＋５}时,大部分数据集都能取得较好结

果．表２~７所报导的性能指标,在所有数据集上的

都设置为μ＝５E＋３,λ＝５E＋８．因此本文算法对于

较大范围的参数设置是稳定的．
此外,与所有邻域方法类似,本文需指定邻居个

数k．对所有邻域方法而言,最佳邻居个数k 的确定

目前仍是一个开放问题[２７]．但在本文模型中,对文本

数据集取k≈２５,对于图像数据集取k≈１７时,都能

取得较好结果．事实上,表２~７所示结果,３sources,

BBC,WebKB 上都取k＝２５,在 Caltech１０１Ｇ７h和

１００leaves上取k＝１７,在ALOI上取k＝１９时获得．
ALOI数据集取比另２个图像数据集稍多的邻居个

数的原因在于,文献[２７]给出的启发性建议指出,邻
居个数应该与log(n)正相关．此外,通过观察文本数

据集,发现其特征取值更为稀疏,数据集中特征取值

存在大量为０的位置,因而需要考虑更多的邻居个

数才能描述数据的局部非线性结构．总之,本文模型

性能对于邻居个数k 的取值是有规律可循的,是稳

定的．

５　总　结

本文提出一种基于邻域多核学习的后融合多视

图聚类算法．为充分挖掘数据间的非线性关系和减

轻计算负荷,该算法采用邻域多核学习方案而不是

全局核空间自表达模型．考虑到不同视图的相似图

之间的聚类性能差异,本文在类别指示矩阵层次而

不是数据相似图的层次进行信息融合．最后,本文提

出一种交替优化方案,将相似图的构建和聚类生成

等子任务进行协同优化,从而避免所构建的相似图

对于聚类任务并非最优．实验结果表明:本文算法的

聚类性能优于若干现有的多视图聚类算法．
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　　附录A　求解正文问题式(１２)．
由LS 的性质,可知

FTLSF＝∑
n

i,j＝１
Fi:－Fj:

２
２sij,

令df
ij＝ Fi:－Fj:

２
２,则式(１２)可改写为

min
S ∑

n

i,j＝１

[(μdij ＋λdf
ij)sij ＋αs２

ij]{ } ,

s．t．sij ≥０,１TSi:＝１． (A１)

　　显然,上述以矩阵S 为变量的优化问题可对S
的每一行独立进行,令Gij＝μdij＋λdf

ij,则式(A１)
等价于:

min
S ∑

n

i,j＝１

１
２

Gi:

２α ＋Si:

２

{ } ,

s．t．sij ≥０,１TSi:＝１． (A２)

　　式(A２)的拉格朗日函数为

L(Si:,η,β)＝
１
２

Gi:

２α＋Si:

２

２
－

βTSi:－η(１TST
i:－１)． (A３)

对 L(Si:,η,β)关于Si:求导,并令其为０,可得:

Si:＋
Gi:

２α－β－η１＝０． (A４)

　　据 KKT条件有:

sij≥０(∀j＝１,２,􀆺,n);βj≥０(∀j＝１,２,􀆺,n),

βjsij＝０(∀j＝１,２,􀆺,n);sij＝－
gij

２α＋βj＋η．

(A５)

　　从而可得sij:

s∗
ij ＝(－gij∕２α＋η)＋ ． (A６)

若将矩阵G 的每一行按升序排序,因本文假定

S 每一行仅有k 个非零元素,即s∗
ik ＞０且s∗

i(k＋１)＝
０,则有:

－gik∕２αi＋η＞０,

gi(k＋１)∕２αi＋η≤０．{ (A７)

　　同时,据约束１TSi:＝１,可得:

η＝
１
k ＋

１
２kα∑

k

j＝１
gik． (A８)

综合式(A７)、(A８),可得:

kgik

２ －
１
２∑

k

j＝１
gik ＜α ≤

kgi(k＋１)

２ －
１
２∑

k

j＝１
gik．

(A９)
因此,为确保邻接矩阵S 的每一行仅有k 个非

零元素,可将参数α设定为

α＝
kgi(k＋１)

２ －
１
２∑

k

j＝１
gik． (A１０)

　　将式(A６)~(A９)代入式(A１０),得到正文式

(１３)所示的s＋
ij 更新公式．
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