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Abstract　Probabilisticgenerativemodelsareimportantmethodsforknowledgerepresentation．Exact
probabilisticinferencemethodsareintractableinthesemodels,andvariousapproximateinferencesare
required．Thevariationalinferencesareimportantdeterministicapproximateinferencemethodswith
rapidconvergenceandsolidtheoreticalfoundations,andtheyhavebecometheresearch hotin
probabilisticgenerativemodelswiththedevelopmentofbigdataespecially．Inthispaper,wefirst
presentageneralvariationalinferenceframeworkforprobabilisticgenerativemodels,andanalyzethe
parameterlearningprocessofthemodelsbasedonvariationalinference．Then,wegivetheframework
ofanalyticoptimizationofvariationalinferencefortheconditionallyconjugatedexponentialfamily,

andintroducethestochasticvariationalinferencebasedontheframework,whichcanscaletobigdata
withthestochasticstrategy．Furthermore,weprovidetheframework ofblack box variational
inferencesforthegeneralprobability generative models,whichtrainthe modelparametersof
variationaldistributionsbasedonthestochasticgradients;andanalyzetherealizationofdifferent
variationalinference algorithms undertheframework．Finally, we summarize the structured
variationalinferences,whichimprovetheinferenceaccuracybyenrichingthevariationaldistributions
withdifferentstrategies．Inaddition,wediscussthefurtherdevelopmenttrendsofvariational
inferenceforprobabilisticgenerativemodels．
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摘　要　概率生成模型是知识表示的重要方法,在该模型上计算似然函数的概率推理问题一般是难解

的．变分推理是重要的确定性近似推理方法,具有较快的收敛速度、坚实的理论基础．尤其随着大数据时

代的到来,概率生成模型变分推理方法受到工业界和学术界的极大关注．综述了多种概率生成模型变分

推理框架及最新进展,具体包括:首先综述了概率生成模型变分推理一般框架及基于变分推理的生成模

型参数学习过程;然后对于条件共轭指数族分布,给出了具有解析优化式的变分推理框架及该框架下



可扩展的随机化变分推理;进一步,对于一般概率分布,给出了基于随机梯度的黑盒变分推理框架,并简

述了该框架下多种变分推理算法的具体实现;最后分析了结构化变分推理,通过不同方式丰富变分分布

提高推理精度并改善近似推理一致性．此外,展望了概率生成模型变分推理的发展趋势．

关键词　概率生成模型;变分推理;条件共轭指数族;黑盒变分推理;结构化变分推理

中图法分类号　TP１８

　　概率生成模型(probabilisticgenerativemodel)
是知识表示的重要方法,拟从数据集中学习数据概

率分布的估计形式．该估计可以是显式的概率密度

函数形式,也可以是隐式表示,即不具有显式的概率

密度函数,只有生成样本数据的能力[１]．具有隐式概

率密度函数的生成模型的典型范例是生成对抗网

络,这类模型虽然可以生成高质量图像,但是无法获

得真实分布的多样性,会导致模式崩塌,同时缺少度

量生成模型质量的有效指标[２]．具有显式概率密度

函数的生成模型通过显式分布建模,该类模型以对

数似然函数作为优化目标,可以覆盖数据集上的所

有模式,避免模式崩塌问题[１Ｇ２]．但是在该类模型上

求解似然函数一般是难解的,发展了各种近似推理

方法,主要包括２类方法:变分推理方法(variational
inferencemethods)[３Ｇ４]和蒙特卡洛方法(MonteCarlo
methods)[５Ｇ６]．蒙特卡洛方法通过采样对概率分布进

行估计,根据大数定律可知,在采样数目足够多时,
蒙特卡洛方法可以很好地估计目标函数,但是存在

采样效果严重依赖超参数设置、收敛缓慢等缺点[５Ｇ６]．
变分推理方法把变量求和的概率推理问题转化成优

化问题,具有坚实的理论基础、较快的收敛速度、紧
致的变分下界,且较容易扩展到大规模数据集,受到

研究者的关注[３Ｇ４]．
对于概率生成模型,变分推理方法通过引入变

分分布作为后验概率分布的近似分布,把变量求和

或求积分的概率推理问题转化为优化问题,再近似

求解该变分优化问题[３Ｇ４,７]．概率生成模型变分推理

方法的发展经历了不同的发展阶段,从开始的指数

族(exponentialfamily)分布下具有解析优化表示的

变分推理框架[８Ｇ１２],到一般概率分布下基于随机梯

度的黑盒变分推理框架[１３Ｇ２３],再到深度模型结构下

基于分摊变分推理(amortizedvariationalinference)
框架[２４Ｇ３２],以及基于丰富变分分布的各种结构化变

分推理方法[３３Ｇ４５]．概率生成模型的变分推理已经被

广泛应用于计算生物学、计算机视觉、计算神经科

学、自然语言处理和语音识别等领域[３Ｇ４,７]．
变分推理起源于２０世纪８０年代,最具代表性

的是统计物理学中的均值场方法[８],２０世纪９０年

代变分推理被机器学习领域研究者广泛关注,并被

应用到概率图模型中[９Ｇ１１]．之后,Wainwright教授团

队[４]指出,在指数族分布下,结合均值场变分假设,
基于坐标上升(coordinateascent)优化方法可以给

出变分优化式的解析表示形式．Bishop教授团队[３]

进一步利用指数族分布的条件共轭 (conditional
conjugate)性质,给出变分贝叶斯优化问题的解析

表示形式．但是经典的基于坐标上升的变分推理方

法很难推广到大规模数据集,Hoffman教授团队[１２]

提出随机化变分推理(stochasticvariationalinference)
方法,利用条件共轭指数族分布的自然梯度性质,并
结合随机化方法,可以方便将变分推理应用到大规

模数据集．条件共轭指数分布族下,结合均值场假

设,不需要指定变分分布的形式,利用坐标上升优化

方法可以直接给出变分分布及参数后验概率分布的

解析表示形式．该类方法可靠性高、优化更新过程收

敛速度快,但是条件共轭指数族分布的条件限制了

其应用范围,较难应用于复杂模型．
一般的概率生成模型,尤其是深度复杂模型及

复合模型,如贝叶斯深度网络、复杂的层次化结构

等,都不满足指数族分布条件．针对这类模型,研究

者提出了基于随机梯度(stochasticgradient)的黑盒

变分推理(blackboxvariationalinference)[１３Ｇ１４],这
类方法针对变分优化目标,先计算优化目标的随机梯

度,再采用随机梯度方法进行目标优化问题求解．这
种基于随机梯度的训练方式可方便应用于复杂概率

分布的大规模数据训练中．计算变分优化目标的无

偏随机梯度估计是黑盒变分推理的关键任务,同
时降低随机梯度的方差使算法有较快的收敛速度

是黑盒变分推理算法设计的难点[４６]．目前最重要

的２类梯度计算方法包括评分函数梯度(scoring
functiongradient)[１３]和重参梯度(reparameteration
gradient)[１５Ｇ１６]．评分函数梯度利用梯度性质及蒙特

卡洛采样直接计算变分优化目标的带噪无偏随机梯

度,但该方法的方差较大,影响算法性能,后续开展了

各种降低随机梯度方差的方法[１７Ｇ１９]．重参随机梯度
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首先对变分分布进行重参转换,再对重参后的目标

函数计算梯度[１５Ｇ１６]．实践中重参随机梯度比评分梯

度的方差小很多,但并没有直接的理论保证[２０]．但
是重参随机梯度的应用范围有限,只能用于连续隐

变量,且变分分布形式可表示成位置尺度类分布、累
计分布函数可逆类分布,或可以表示成上述２种类

型的分布．研究者后续开展了离散型隐变量的重参

方法[２１Ｇ２２],及对于其他类型连续隐变量的隐式重参

方法[２３]等．基于随机梯度的黑盒变分推理,对概率

生成模型分布及结构形式没有限制,但是需要提前

建模变分分布结构,通过随机梯度方法求解其变分

参数．随机梯度的方差大小直接决定了算法的收敛

速度及优化效果,但对于复杂模型,较难直接有效地

度量随机梯度的方差,这也是黑盒变分推理算法设

计的关键和难点[４６]．
随着深度神经网络的发展,如何将变分推理应

用到深度模型引起了研究者的兴趣．分摊变分推

理[２４]利用参数化函数,使所有样本点共享变分分布

参数,为深度概率生成模型的发展提供了很好的思

路[１５Ｇ１６]．相比于传统变分推理中每个样本点都具有

独立的变分分布参数,分摊变分推理的参数共享方

式,可以有效处理深层神经网络,推进了深度概率生

成模型的发展．变分自编码(variationalautoencoder)
模型是深度概率生成模型的典型范例,其概率生成

模型采用深度神经网络,其变分分布采用基于分摊变

分推理的深度神经网络,并采样基于重参梯度的方

法进行模型训练[１５Ｇ１６]．之后研究者通过丰富变分分

布及生成模型提出了各种改进的变分自编码模型,
包括基于隐式分布的变分自编码模型[２５Ｇ２７]、重要加

权自编码(importantweightautoencoder)模型[２８Ｇ２９]、
对抗自编码(adversarialautoencoder)模型[３０]、对抗

变分贝叶斯(adversarialvariationalBayes)模型[３１]、
像素变分自编码(pixelvariationalautoencoder)模
型[３２]等．

基于均值场假设的变分推理极大地简化了优化

过程,并得到了广泛应用,上述的指数族分布下具有

解析优化式的变分推理,基于随机梯度的黑盒变分

推理中的部分算法都利用了均值场假设．但是均值

场变分推理存在训练渐进不一致性问题,即当训练

样本足够多时,近似后验概率分布仍无法收敛到精

确值,使得推理精度受到影响．一直以来各种研究工

作通过丰富变分分布来提升变分推理渐进性及推理

精度．结构化均值场方法[３３Ｇ３４]结合了传统的均值场

方法和精确推理方法,需从模型中识别出易处理子

结构,子结构之间采用均值场方法,而子结构内部采

用精 确 推 理,这 类 方 法 尤 其 适 用 于 时 间 序 列 模

型[３５Ｇ３６]．标准化流(normalizingflows)方法[３７]通过

一系列可逆映射将简单的概率密度转换成复杂的概

率密度函数,可以提供更紧致的变分界．采用不同的

映射函数及结合方法发展出了各种标准化流方法,
如平面流(planarflow)、径向流(radialflow)[３７]、掩
模自回归流(maskedautoregressiveflow)[３８]、可逆

自回归流(inverseautoregressiveflow)[３９]等．层次

化变分推理(hierarchicalvariationalinference)模型

通过对均值场变分分布的参数引入先验分布增加均

值场变量之间的相关性[１７]．耦合变分推理(copula
variationalinference)[４０Ｇ４１]通过对均值场变分分布引

入耦合分布增加分量之间的相关性．基于混合分布

的变分推理利用混合分布的灵活性,提高变分分布

结构的灵活性,从而提高变分推理精度[４２Ｇ４３]．这类

通过丰富变分分布结构提升变分推理精度的方法

我们统称为结构化变分推理方法．该类方法通过增

加变分分布中隐变量之间的结构信息提升了变分分

布的表示能力,尤其对于模型隐变量结构有天然密

切相关性模型,如隐 Markov模型(hidden Markov
models)[３５]、动 态 主 题 模 型 等 (dynamictopic
models)[３６],可以明显提高推理精度,但是模型训练

过程中需要更多的计算开销．
本文首先介绍概率生成模型、贝叶斯概率生成

模型,及相应模型上的概率推理问题;并介绍了概率

生成模型变分推理的一般框架、变分优化问题求解

方法,及基于变分推理的模型参数学习过程;然后对

于条件共轭指数族模型,给出了基于坐标上升的均

值场变分推理,及推广至大数据集的随机化变分推

理方法;进一步,给出了结合随机梯度的黑盒变分推

理一般框架,并分析了该框架下多种变分推理算法

的具体实现;最后综述了结构化变分推理方法,通过

不同策略丰富变分分布结构提高变分推理精度;本
文最后讨论了概率生成模型变分推理的发展趋势并

进行了总结．

１　概率生成模型

本节介绍概率生成模型、贝叶斯概率生成模型,
及相应的概率推理问题．
１．１　概率生成模型

概率生成模型又称隐变量生成模型,是一种重

要的生成模型,它假设复杂的、可观测向量由简单

９１６陈亚瑞等:概率生成模型变分推理方法综述



的、不可观测的隐向量(又称为特征、表示)根据某种

模式生成[１Ｇ４]．概率生成模型的目标就是揭示数据集

中蕴含的这种模式,并进一步利用该模型进行数据

生成、预测等．
概率生成模型的全概率分布表示形式为

p(x,z)＝p(z)p(x|z;θ), (１)
其中:x∈RRD表示可观测向量;z∈RRM 表示连续隐向

量;p(z)表示隐向量先验概率分布,一般情况下选

用高斯分布p(z)＝N(０,I);p(x|z;θ)表示条件概

率分布,θ表示条件概率分布参数．
在概率生成模型下,某样本x(i)的生成过程为:

首先从隐变量先验分布p(z)中随机生成一个隐向

量样本z(i),然后根据条件概率分布p(x|z;θ)生成

样本x(i)．概率生成模型中数据生成过程的概率表

示形式为

z~N(０,I),

x|z~p(x|z;θ)．
１．２　贝叶斯概率生成模型

对于概率生成模型,若参数θ 是随机向量,则
称为贝叶斯概率生成模型,此时模型的全概率分布

表示形式为

p(x,z,θ)＝p(z)p(θ)p(x|z,θ), (２)
其中:p(θ)表示参数先验概率分布;p(x|z,θ)表示

基于参数θ 和隐向量z 的条件概率分布．此时θ 又

称为全局隐向量,z又称为局部隐向量．普通概率生

成模型的学习任务之一是求解模型参数θ,而贝叶斯

概率生成模型是求解参数的后验概率分布p(θ|x)．

Fig．１　Thegraphicalmodelsoftwomodels
图１　２种模型的图模型结构

概率生成模型的图模型结构如图１所示,其中

每个圆形节点表示随机向量,白色节点表示隐向量,
灰色节点表示可观测向量,节点之间的有向线段表

示变量之间的依赖关系;黑色实心小方块表示模型

参数值;方框表示过程可以重复出现,如概率生成模

型中,基于隐向量可以重复生成数据样本,观测到

N 条数据,则该过程重复出现了 N 次．图１(a)表示

一般的概率生成模型,其中参数θ 表示参数值,需
要通过数据集求解该模型参数;图１(b)表示贝叶斯

概率生成模型,其中参数θ 表示随机向量,需要根

据数据集求解参数的后验概率分布p(θ|x)．
１．３　概率推理问题

对于可观测的数据集X＝{x(１),x(２),􀆺,x(N)},
令Z＝{z(１),z(２),􀆺,z(N)}表示与观测数据对应的

隐变量集合．采用生成模型p(x,z)对该数据集进行

建模,数据集的联合概率分布形式为

p(X,Z)＝∏
N

i＝１
p(z(i))p(x(i)|z(i);θ)． (３)

　　此时概率推理问题是根据联合概率分布计算观

测数据的边缘概率分布p(X)及隐变量的后验概率

分布p(Z|X),即:

p(X)＝∏
N

i＝１∫p(x(i),z(i))dz(i), (４)

p(Z|X)＝ ∏
N

i＝１

p(x(i),z(i))
p(x(i)) ． (５)

　　进一步,利用最大对数似然可以求解模型参数

θ,即:

θ＝argmaxlnp(X)．
对于贝叶斯概率生成模型p(x,z,θ),需要计

算随机变量参数θ的后验概率分布p(θ|x)．式(４)
(５)中的变量积分是难解的,需要利用变分推理进行

近似求解．

２　变分推理一般框架

本节给出概率生成模型的变分推理框架,分析

变分优化问题求解方法,并给出基于变分推理的模

型参数学习框架．
２．１　变分推理

对于概率生成模型p(x,z),数据集X 的对数

似然函数为lnp(X)＝∑
N

i＝１
lnp(x(i)),其中单样本

的对数似然为

lnp(x(i))＝ln∫p(x(i),z(i))dz(i)． (６)

　　式(６)中对隐向量求和是难解的,变分推理通过

引入变分分布q(z(i))作为后验概率分布p(z(i)|
x(i))的近似分布,对lnp(x(i))进行变分变换可得

lnp(x(i))＝L(q(z(i)))＋
DKL(q(z(i))‖p(z(i)|x(i)))． (７)

　　各部分具体形式为
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L(q(z(i)))＝Eq(z(i))[lnp(x(i),z(i))－lnq(z(i))],

DKL(q(z(i))‖p(z(i)|x(i)))＝

Eq(z(i)) ln
q(z(i))

p(z(i)|x(i))
é

ë
êê

ù

û
úú ,

其中,L(q(z(i)))称为对数似然lnp(x(i))的变分下

界(variationallowerbound);q(z(i))表示隐向量

z(i)的变分分布;DKL (q‖p)≥０ 表示变分分布

q(z(i))与真实后验分布p(z(i)|x(i))之间的 KL散

度距离,当且仅当q(z(i))≡p(z(i)|x(i))时等号成

立,可以得出lnp(x(i))≥L(q(z(i)))．
根据式(７)可知最小化DKL(q(z(i))‖p(z(i)|

x(i)))等价于最大化变分下界 L(q(z(i))),此时变量

求和的概率推理问题转化为变分优化问题:

q∗ (z(i))＝argmax
q(z(i))∈D

L(q(z(i)))． (８)

　　通过求解该优化问题可以计算出隐向量后验概

率分布及证据似然下界,即以最优变分分布作为隐

向量后验概率分布的近似值q∗ (z(i))≈p(z(i)|
x(i)),同时计算出对数似然的下界:L(q∗ (z(i)))．

利用不同的概率分布距离度量方式可以得到不

同的变分优化问题．基于最小化 KL散度DKL(q‖
p)的优化问题,又称为基于 KL散度距离的变分推

理[４７],是最经典的变分转换方式之一,也是本文分

析的变分推理的核心．KL散度距离是非对称的,通
过最小化DKL(p‖q)也可以构建相应的变分优化

问题,这类方法称为期望传播方法[４８Ｇ４９]．αＧ散度距离

Dα(p‖q)是 KL散度距离的推广,研究者进一步将

αＧ散度距离应用到变分优化问题 构 建 中[２７,５０Ｇ５１]．
fＧ散度距离Df(p‖q)是更一般化的概率分布距离

度量方式[５２Ｇ５３],其中f 表示满足条件的凸函数,不
同的f 函数定义对应于不同的距离,αＧ散度距离是

其特殊表示形式,研究者将fＧ散度距离应用于变分

推理,给出更灵活的一般化变分优化式．
２．２　变分优化问题求解

求解概率生成模型变分优化问题式(８)的方法,
主要包括基于坐标上升的优化方法[９,３３]和基于随机

梯度的优化方法[１３]．基于坐标上升的优化方法用于

变分分布满足均值场假设的模型,对变分分布的各

维分布迭代更新．基于随机梯度的优化方法主要用

于变分分布模型结构固定,采用梯度上升方法对变

分分布模型参数进行迭代更新．
１)基于坐标上升的优化方法

均值场变分推理的基本思想是通过假设隐向量

各分量之间是相互独立的,从而限定了变分分布的

取值空间,简化了优化训练[９,３３]．具体地,将隐向量z
分解成不相交的子向量,记为{zj|j＝１,２,􀆺,J},
此时隐向量的变分分布关于子集是边缘独立的,变
分分布可以表示成分解形式:

q(z)＝∏
J

j＝１
qj(zj)．

完全均值场变分是最特殊分解形式,即变分分

布按各分量进行分解q(z)＝∏
M

j＝１
qj(zj)．均值场变

分推理中自由分布的取值空间为

M ＝ q(z)０≤q(z)≤１,q(z)＝∏
J

j＝１
qj(zj){ } ．

　　均值场变分优化问题可表示为

q∗ (z)＝argmax
q(z)∈M

L(q(z))． (９)

对于均值场变分推理,可以采用坐标上升算法

求解变分优化问题．该算法的基本思想是,对于变分

分布的J 个分量,每次迭代优化其中的一个分量而

固定其他分量．对于分量zj,j＝１,２,􀆺,J,通过坐

标上升算法可以计算出分量的迭代式为

q∗
j (zj)∝∫lnp(x,z)∏

k≠j
qk(zk)dzk． (１０)

　　基于坐标上升的均值场变分推理算法优化过程

为:首先初始化均值场各分量变分分布qj(zj);然
后对每个分量采用迭代式(１０)进行迭代更新,直到

收敛;最后输出变分分布q(z)＝∏
J

j＝１
qj(zj),即隐变

量后验概率分布的近似分布．
均值场变分推理中只假设隐向量分量是边缘独

立的,没有设定其他假设,包括变分分布的表示形式

等．基于坐标上升的均值场变分推理实现简单,研究

者进一步提出变分消息传播算法[５４],具体地,每个

随机隐向量的变分参数利用其 Markov毯邻域内隐

变量的变分参数进行迭代更新．变分消息传播更新

方式结合了变分推理与概率图模型,通过因子图给

出了更一般表示形式[４９],并扩展到了非共轭模型[５５]．
２)基于随机梯度的优化方法

对于概率生成模型的变分优化式(８),如果变分

分布q(z(i)))的结构形式已知,如高斯分布、基于神

经网络结构的高斯分布等,此时变分分布可表示为

qϕ(z(i))),其中ϕ 表示变分分布的参数．此时可以采

用梯度上升方法求解变分参数ϕ,即:

ϕ←ϕ＋α ϕL(qϕ(z(i))),
其中,α表示更新步长．此时变分推理的核心是如何有效

计算目标函数针对变分参数的梯度 ϕL(qϕ(z(i)))[１３]．
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２．３　基于变分推理的模型参数学习

对于概率生成模型p(x,z),通过最大化数据集

的对数似然函数lnp(X),计算模型参数θ是概率生

成模型的重要学习任务[５６]．期望最大化(expectation
maximization,EM)算法是求解含有隐向量模型参

数的基本方法,通过迭代执行E步(expectationstep)
和 M 步(maximizationstep)计算模型参数,其中 E
步是利用上一步的参数计算隐向量后验概率分布,

M 步是利用隐向量知识求解模型参数．变分推理与

EM 算法有着天然密切的联系[１],当 E步无法精确

计算隐向量后验概率分布时,需要借助变分推理进

行近似求解．
对于概率生成模型p(x,z),如果模型参数θ为

未知值,此时样本点x(i)的变分下界可记为 L(q(z(i)),

θ),说明变分推理模型q(z(i))及模型参数θ 都是需

要求解的未知量．此时,数据集 X 的对数似然函数

的变分优化问题为

max∑
N

i＝１

L(q(z(i)),θ)．

　　对于该优化问题,分别关于参数θ 和变分分布

q(z(i))迭代求解直到收敛,可以计算出模型参数θ
及自由分布q(z(i))．该求解过程称为变分EM 算法,
其中变分 E步用于求解变分分布q(z(i)),变分 M
步用于求解模型参数θ,迭代执行变分E步和 M 步

直到收敛．变分EM 算法的具体过程:
变分E步为

q(z(i))＝argmaxL(q(z(i)),θ),i＝１,２,􀆺,N;
变分 M 步为

θ＝argmax∑
N

i＝１

L(q(z(i)),θ)．

对于贝叶斯概率生成模型p(x,z,θ),需要计

算参数的后验概率分布,在均值场变分假设下,变分

分布形式为q(z,θ)＝q(z)q(θ),观测数据的证据

下界为

L(q(z),q(θ))＝Eq(z)q(θ){lnp(x,z,θ)－
lnq(z,θ)}．

此时通过变分 EM 算法交替更新自由分布

q(z),q(θ),具体过程:
变分E步为

q(z(i))＝argmaxL(q(z(i)),q(θ)),

i＝１,２,􀆺,N;
变分 M 步为

q(θ)＝argmax∑
N

i＝１

L(q(z(i)),q(θ))．

　　最终得到隐变量后验概率分布的近似分布

q(z),及隐变量后验概率分布的近似分布q(θ)．

３　条件共轭指数族下的变分推理

指数族分布是一类重要的概率分布表示形式,
包含高斯、伯努利分布、多项式分布等多种分布．条
件共轭指数族是指对指数族分布参数引入与似然函

数共轭的先验分布,从而使得参数后验分布具有与

先验相同的分布形式[４]．对于条件共轭指数族分布,
基于坐标上升算法可以给出变分优化问题的解析表

示形式,并且结合随机优化策略可以将变分推理推

广到大规模数据中．
３．１　条件共轭指数族分布

指数族分布下概率生成模型的概率分布为

　p(x,z|θ)＝h(x,z)g(θ)exp{θTu(x,z)},(１１)
其中:θ称为自然参数;u(x,z)为充分统计量;g(θ)
为归一化项;h(x,z)为基测度．参数θ的共轭先验为

p(θ;α１,α２)＝f(α１,α２)g (θ)α２exp{α２θTα１},(１２)
其中,f(α１,α２)表示归一化量．观测数据集 X 的联

合概率分布为

p(X,Z,θ)＝∏
N

i＝１
p(x(i),z(i) θ)p(θ;α１,α２)．

(１３)
对隐向量及模型参数引入均值场变分分布

q(Z,θ),即:

q(Z,θ)＝q(θ)∏
N

i＝１
q(z(i))． (１４)

　　条件共轭指数族分布下的变分优化式为

L(q(Z,θ))＝Eq(θ){lnp(θ;α１,α２)－lnq(θ)}＋

　∑
N

i＝１
Eq(z(i))lnp(x(i),z(i) θ)－lnq(z(i)){ } ．(１５)

３．２　基于坐标上升的优化问题求解

对条件共轭指数族分布的变分优化式(１５),采
用坐标上升算法进行优化求解,隐向量的变分分布

q(z(i))的迭代更新式为

q(z(i))＝h(x(i),z(i))g(E[θ])exp{Eq(θ)[θT]×
u(x(i),z(i))},i＝１,２,􀆺,N． (１６)

　　参数的变分分布q(θ)的迭代更新式为

　q(θ;λ１,λ２)＝f(λ１,λ２)g (θ)λ２exp{θTλ１},(１７)
其中:

λ１＝α１＋∑
N

i＝１
Eq(z(i))[u(x(i),z(i))];

λ２＝α２＋N．
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　　对于条件共轭指数族分布,在引入隐变量自由

分布过程中,不需要给出自由分布的具体形式,利用

坐标上升方法可以直接给出自由分布的分布形式及

参数更新式．对比式(１２)(１７)可知,参数变分分布

q(θ;λ１,λ２)与先验分布p(θ;α１,α２)具有相同的分

布表示形式．通过迭代执行局部隐变量变分分布更

新式(１６)和全局参数变分分布更新式(１７),直到算

法收敛,计算出目标函数．对于条件共轭指数族分

布,基于坐标上升的变分推理的执行过程如算法１
所示:

算法１．基于坐标上升的变分推理．
输入:数据集 X、模型p(X,Z,θ)、变分分布

q(Z,θ);
输出:自由分布q(θ;λ),q(z(i)),i＝１,２,􀆺,N．
repeat:

　for数据点x(i)∈X
　　根据式(１６)更新变分分布q(z(i));

　endfor
根据式(１７)更新自由分布q(θ);

until满足收敛条件．
３．３　随机化变分推理

对于条件共轭指数族分布,采用基于坐标上升

的变分推理进行模型训练,每次需要遍历整个数据

集才能更新一次模型参数,模型训练效率不高,较难

推广至大规模数据集上．针对该问题,Hoffman教授

团队[１２]提出了随机化变分推理方法,将随机优化技

术应用到变分优化目标,并利用指数族自然梯度的

性质,得到迭代更新式,使变分推理可以应用于大规

模数据集[１２,５７]．
针对条件共轭指数族分布的变分下界 L(q(Z,

θ)),如式(１５)所示,对数据集X 进行均匀随机采样

得到批处理子集XS,可以构建该变分下界的随机估

计,即:

L̂(q(Z,θ))＝Eq(θ;λ){lnp(θ;α１,α２)－

lnq(θ;λ)}＋
N
S∑

S

j＝１
Eq(z(j)){lnp(x(j),z(j)

θ)－lnq(z(j))}． (１８)
根据条件共轭指数族的自然梯度的性质,详细

公式推导可参考文献[１２],可求解该变分优化式关

于超参λ 的带噪无偏自然梯度为

　̂natλ L＝[α１,α２]T＋

N
S ∑

S

j＝１
Eq(z(j))[u(x(j),z(j))],１[ ]

T
－λ．

　　再根据随机梯度上升方法得到自由分布超参数

的迭代更新式,即:

λ←λ＋ρt̂
nat
λ L, (１９)

其中,ρt 表示第t迭代时的学习率,需满足RobbinsＧ

Monro条件,即 ∑
¥

t＝１
ρt＝¥,∑

¥

t＝１
ρ２

t ＜ ¥．

随机化变分推理中的批处理数据集XS,其中S
表示批处理的规模,一般满足１≤S≪N．当S 值较

大时可以降低随机自然梯度的方差,但是为了更容

易扩展到大规模数据集,必须让批量处理规模远远

小于数据集规模,即S≪N．随机化变分推理算法更

新过程如算法２所示:
算法２．随机化变分推理．
输入:数据集 X、模型p(X,Z,θ)、变分分布

q(Z,θ);
输出:自由分布q(θ;λ)．
repeat:

　采样j~Uniform(１,２,􀆺,N);

　根据式(１６)更新变分分布q(z(j));

　根据式(１９)更新变分分布q(θ;λ);

λ←λ＋ρt̂
nat
λ L;

until满足收敛条件．
在线变分推理(onlinevariationalinfernce)[５７]

与随机化变分推理具有相同的参数更新方式,其中

随机化变分推理的批处理样本集XS 是从样本集X
中均匀随机采样,在线变分推理假设批量数据集

XS 是已知的,比如在流应用中,假设某数据源可以

顺序产生批处理数据集．随机化变分推理的学习率

及批处理大小会影响算法的收敛速度．根据大数定

律可知,增加批处理规模,可以降低随机梯度噪音,
允许较大的学习率．提高随机化变分推理收敛速度,
可以通过固定学习率自适应选择批处理数据规

模[５８],或者通过固定批处理规模自适应选择学习

率[５９Ｇ６０]．同时,随机化变分推理的梯度方差决定了算

法的收敛速度,较小的梯度方差使算法具有较快的

收敛速度．可以通过降低随机梯度方差来提高随机

化变分推理的收敛速度,包括通过引入控制变量降

低随机梯度方差[６１Ｇ６２],通过非均匀采样,如重要采

样(importantsampling)[６３]、分 层 采 样 (stratified
sampling)[６４]、基 于 聚 类 的 采 样 (clusteringＧbased
sampling)[６５]、多元批采样 (diversified miniＧbatch
sampling)[６６]等,选择具有较小方差的批处理数据

来降低梯度方差．
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４　黑盒变分推理

本节针对一般概率生成模型,综述基于随机梯

度的黑盒变分推理方法,该方法首先通过计算变分

优化式的随机梯度估计,再结合随机梯度更新变分

分布参数,具有广泛的应用范围,并可以方便应用到

深度复杂模型及大规模数据[１３Ｇ１４]．
４．１　黑盒变分推理框架

对于一般的概率生成模型,假设变分分布q(z)
的分布形式是固定的,训练过程只需求解变分分布

参数ϕ．此时变分推理模型可表示为q(z;ϕ),样本

点x(i)的变分下界为

L(ϕ(i))＝Eϕ(i) lnp(x(i),z(i))－lnq(z(i);ϕ(i))[ ] ,
其中,期望Eϕ(i)[􀅰]表示关于自由分布q(z(i);ϕ(i))
的期望．数据集X 的对数似然函数lnp(X)的变分

优化问题为

max∑
N

i＝１

L(ϕ(i))．

由于变分下界 L(ϕ(i))一般是期望表示形式,
很难直接计算关于变分参数的梯度．黑盒变分推理

首先计算变分下界的随机梯度估计 ϕ(i)L̂(ϕ(i)),再
采用 梯 度 上 升 方 法 更 新 变 分 参 数 ϕ(i)←ϕ(i)＋

ρt ϕ(i)L̂(ϕ(i))．黑盒变分推理的算法描述如算法３
所示:

算法３．黑盒变分推理框架．
输入:X,p(x,z);
输出:自由分布q(z(i);ϕ(i)),i∈{１,２,􀆺,N}．
初始化参数ϕ(i),i∈{１,２,􀆺,N};

repeat:

　学习率ρt;

　forx(i)∈X

　　ϕ(i)←ϕ(i)＋ρt ϕ(i)L̂(ϕ(i));

　endfor
until满足收敛条件．

其中,ρt 表示满足 RobbinsＧMonro条件的学习率．
黑盒变分推理的核心是计算变分下界的无偏随机梯

度 ϕ(i)L̂(ϕ(i))．
随机梯度估计方法主要是基于蒙特卡洛的估计

方法,典型方法包括基于评分函数的随机梯度[１３]和

基于重参的随机梯度[１５Ｇ１６]．随机梯度的噪音或方差

控制是这类方法的难点,会直接影响算法的收敛及

收敛速度．基于随机梯度下降的方法对步长很敏感,

步长太大会使算法不收敛,步长太小会使算法收敛

速度特别慢．针对这些问题研究者提出各种随机优

化框架,如 Adagrad[６７],Adam[６８],RMDProg[６９]等,
可以根据当前或过去的梯度值自适应地确定更新

步长．
４．２　基于评分函数的随机梯度

对于变分下界 L(ϕ(i)),利用梯度性质 ϕq(z;

ϕ)＝q(z) ϕlnq(z;ϕ),可以计算出变分下界

L(ϕ(i))关于参数ϕ(i)的梯度为[１３]

ϕ(i)L(ϕ(i))＝Eϕ(i) (lnp(x(i),z(i))－[

lnq(z(i);ϕ(i)))ϕ(i)lnq(z(i);ϕ(i))] ．
梯度 ϕ(i)L(ϕ(i))是期望表示形式,无法进行精确求

解,采用蒙特卡洛采样可以得到变分下界的带噪无

偏随机梯度估计:

ϕ(i)L̂(ϕ(i))＝
１
L∑

L

l＝１
lnp(x(i),z(i,l))( －

lnq(z(i,l);ϕ(i))) ϕlnq(z(i,l);ϕ(i))) ,

其中,z(i,l)~q(z(i);ϕ(i))表示从变分分布q(z(i);ϕ(i))
进行的蒙特卡洛采样．在统计学中,梯度 ϕ(i)lnq(z(i);

ϕ(i))称为评分函数梯度,又称似然比(likelihood
ratio)或强化梯度(reinforcegradient)[７０]．

基于评分函数的随机梯度估计 ϕ(i)L̂(ϕ(i))只
需要计算对于对数变分分布的梯度,对自由分布结

构形式没有其他限制条件,可以应用于贝叶斯深层

神经网络、复杂的层次化结构等深度复杂模型．但是

随机梯度估计 ϕ(i)L̂(ϕ(i))的方差较大,这会导致收

敛速度较慢,一般通过 RaoＧBlackwellization和控

制变量法(controlvariates)来降低方差[１３],其中评

分函数控制变量是最重要的控制变量法[１３]．相关研

究进一步指出好的控制变量的选择依赖于模型结

构,并提出局部期望梯度方法来降低期望方差[１８]．
进一步通过引入重要采样进行非均匀采样降低梯度

方差[１９]．
４．３　基于重参的随机梯度

基于重参的随机梯度首先对变分分布进行变量

变换,此时变分分布由噪音分布经过带参数的确定

性函数转换得到,然后对重参后的目标函数求梯

度[１５Ｇ１６]．对于变分分布q(z;ϕ),通过引入噪音分布

ε~p(ε),并基于参数ϕ 设计从ε 到z 的确定性映

射函数S,对变分分布实现重参,即:

ε~p(ε),

z＝S(ε;ϕ),
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其中:p(ε)表示与参数ϕ 无关的噪音分布．例如对

于高斯自由分布,若z~ N (z;μ,σ２I),则重参过

程[１５Ｇ１６]为ε~N(ε;０,Ι),z＝μ＋σ􀱋ε,其中,符号􀱋
表示点乘操作．

利用重参映射函数对变分优化式进行变量替

换,并通过蒙特卡洛采样,可计算出变分下界的带噪

无偏估计:

L̂(ϕ(i))＝
１
L∑

L

l＝１
lnp(x(i),z(i,l);θ)－q(z(i,l))[ ] ,

其中:L 表示采样的个数;z(i,l)表示通过映射函数S
获得的样本,即:

z(i,l)＝S(ε(l);ϕ(i)),ε(l)~p(ε),
其中:ε(l)表示从自由分布p(ε)进行的蒙特卡洛采

样．此时再计算该无偏估计 L̂(ϕ(i))的梯度,得到变

分优化式的带噪无偏随机梯度估计:

ϕ(i)L̂(ϕ(i))＝ １
L∑

L

l＝１
z(i,l) lnp(x(i),z(i,l))－([

lnq(z(i,l)
) ϕ(i)z(i,l)

] ,
该梯度称为基于重参的随机梯度．

相比基于评分函数的随机梯度,基于重参的随

机梯度在实践中具有较小的梯度方差,但是并没有

严格的理论证明[２０],研究者开展了特定结构下重参

梯度的方差分析研究[４６,７１]．基于重参的方法需要找

到一个从噪音向量ε 到隐向量z 之间的映射S,重
参方法适用于３类概率分布:１)位置尺度类概率分

布;２)具有可逆累计分布函数的概率分布;３)通过变

换可以表示成上述２类的概率分布分布[１５]．对于不

满足上述条件的连续隐向量,研究者提出隐式重参

梯度(implicitreparameterizationgradients)方法,
利用从z到ε累计分布函数的梯度,结合链式规则

求变分下界的随机梯度[２３]．对于离散隐向量,研究

者采用gumbelＧmax技巧,并利用softmax操作代

替argmax操作,实现离散变量重参[２１Ｇ２２]．
４．４　分摊变分推理方法

在第３节和４．１~４．３节变分推理的变分分布q
(z(i);ϕ(i))中,每个隐向量z(i)都有自己的变分参数

ϕ(i)．分摊变分推理利用参数化函数,使所有隐向量

{z(i)}N
i＝１的变分分布都共享相同模型参数[２４]．对于

单样本x(i),分摊变分推理的变分下界可表示为

L(ϕ)＝Eϕ[lnp(x(i),z(i))－
lnq(z(i)|x(i);fϕ(x(i)))],

其中,fϕ(x)表示基于样本的参数化函数;ϕ 表示变

分分布模型的共享参数．分摊变分推理的共享变分

参数训练是基于所有样本累计训练的结果,相比传

统每个样本独立的变分参数方式,该训练方式又称

为有记忆的训练模式．传统变分推理中独立变分参

数如图２(a)所示,分摊变分推理中分摊变分推理参

数如图２(b)所示,其中,实线箭头表示生成过程,虚
线箭头表示推理过程．对于分摊变分推理对应的优

化问题,可以采用基于评分函数的随机梯度或基于

重参的随机梯度进行迭代求解．

Fig．２　Thegraphicalmodelsoftwoinferences
图２　２种推理的图模型结构

４．５　范例:变分自编码模型

变分自编码模型由 Kingma[１５]和 Rezende[１６]这

２个研究团队于２０１４年分别独立提出的,是当前最

经典的深度生成模型之一,它有效结合了概率生成

模型和深层神经网络．具体地,变分自编码的生成模

型p(x|z;θ)结合了深层神经网络,变分推理模型

采用分摊方式q(z|x;fϕ(x)),其中函数fϕ(x)也
采用深层神经网络．在模型训练中,采用基于重参的

随机梯度对生成模型参数θ及变分推理模型参数ϕ
同时进行训练学习．

对于单样本x(i),变分自编码的变分下界为

L(ϕ,θ;x(i))＝
Eϕ lnp(x(i),z(i);θ)－lnq(z(i);fϕ(x(i)))[ ] ,

其中,L(ϕ,θ;x(i))表示此时的未知量包括变分参数

ϕ 和模型参数θ．利用重参映射可计算变分下界的带

噪无偏估计,即:

L̂(ϕ,θ;x(i))＝
１
L∑

L

l＝１
lnp(x(i),z(i,l);θ)－q(z(i,l);fϕ(x(i)))[ ] ,

其中:z(i,l)表示根据蒙特卡洛采样及映射函数得到

的样本,即z(i,l)＝S(ε(l);ϕ),ε(l)~p(ε)．对于数据

集X,基于批处理的数据集XR 的变分下界为

L̂R(ϕ,θ;XR)＝
N
R∑

R

i＝１

L(ϕ,θ;x(i))．

　　此时可以方便计算出变分下界关于变分参数ϕ

和模型参数θ的随机梯度 ϕL̂R(ϕ,θ;XR)和 θL̂R(ϕ,

θ;XR),再利用随机梯度上升方法进行参数迭代更新．
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变分自编码模型以其简单的训练方式和较好的

实践效果很快成为深度生成模型的研究焦点[４４]．相
关研究工作主要集中在丰富变分推理结构、提高变

分界的紧致性、提高生成图像质量、研究变分隐空

间的解耦特性等方面．研究者提出将隐式分布应用

到变分分布中增强变分分布表示能力[２５Ｇ２７]．进一步

针对隐式变分分布中 KL散度项难以求解的问题,
提出结合对抗网络的判别函数进行优化求解的方

法[２７,３１]．为了提高变分下界的紧致度,研究者提出重

要加权变分自编码[２８Ｇ２９],通过从变分分布中进行多

次采样构建变分下界,采样次数越多,变分界越紧

致．同时,研究指出通过丰富生成模型,如引入丰富

的隐变量先验分布,提高深度生成模型变分下界的

紧致性[７２],对先验分布引入高斯混合丰富模型结

构[７３]．针对似然函数在各维度上的分解形式引起的

模型性能的降低,提出像素变分自编码[３２],通过条

件分布保留像素之间的相关性,提高变分界精度．针
对变分自编码模型生成图像模糊的问题,很多研究

团队开展了研究．其中,英伟达研究团队提出矢量量

化的变分自编码(vectorquantizedvariationalautoＧ
encoder)[７４],将PixelCNN引入隐变量先验分布,并
利用多尺度层次化建模方法生成高质量图像;进一

步对于变分自编码模型,通过使用残差块和批正则

化精心设计神经网络结构生成高质量图像,同时保

留了变分下界[７５]．针对变分自编码模型的解耦统计性

分析,研究者开展了相关分析,通过加入不同的正则

化方法对变分隐空间进行解耦,提升可解释性[７６Ｇ７９]．

５　结构化的变分推理

均值场变分推理假设变分分布各分量是边缘独

立的,这种假设可以简化推理,但是损失了推理精

度．结构化的变分推理是指通过各种方法增加变分

分布分量之间的相关性,提高推理精度．本节综述通

过各种不同方式增加变分分布分量之间相关度的结

构化变分推理方法．
５．１　结构化均值场方法

结构 化 均 值 场 方 法 (structured meanfield
approach)首先由Saul和Jordan等人提出[１１],该方

法结合了传统的均值场方法和精确推理方法,首先

从概率生成模型中识别出易处理的子结构,如链式

结构、树型结构等,然后在各子结构之间执行均值场

变分推理方法,而在每个子结构内部执行精确推理,
如junctiontree方法[３４]．该方法需要根据模型的具

体情况人工选取易处理的子结构．如对于概率生成

模型,选择的J 个易处理子结构可记作{zj|j＝１,

２,􀆺,J},此时变分分布表示为

q(z)＝∏
J

j＝１
qj(zj),

其中,变分子分布{q１(z１),q２(z２),􀆺,qJ(zJ)}之间

是条件独立的,对于每个子结构qj(zj)内可以精确

计算单变量边缘概率分布．
之后,结 构 化 均 值 场 方 法 得 到 了 进 一 步 发

展[３４,８０Ｇ８１],并结合黑盒变分推理方法应用于大规模

数据的更新[８２]．该方法尤其适合于时间序列模型,
如隐 Markov模型[３５]、动态主题模型[３６]等,此时采

用的变分分布显式保留了时间点之间的结构信息,
而其他变量之间仍旧是边缘独立的．
５．２　标准化流方法

标准化流方法[３７]是构建丰富变分分布的一类

重要方法,可以给出更紧致的变分界．该类方法通过

一系列可逆函数将一个简单的变分分布,如均值场

变分分布结构,转换成结构更丰富的变分分布．
令z表示连续随机向量,其概率分布为q(z),

f:RRd→RRd表示映射函数,通过f 对隐向量z 进行

变量变换z′＝f(z),变换后的随机向量z′的概率分

布为

q(z′)＝q(z)det
∂f－１

∂z′ ＝q(z)det
∂f
∂z

－１

,

其中,∂f
∂z

表示函数的雅可比矩阵,操作det表示行

列式．利用映射函数的复合操作,可以对概率分布进

行多次映射,如对初始随机向量z０,其概率分布为

q０(z０),利用 K 个可逆函数f１,f２,􀆺,fK 进行K
次转换,得到的随机向量zK 及对应的概率分布

qK(zK)为
zK ＝fK􀳱􀆺􀳱f２􀳱f１(z０),

lnqK(zK)＝lnq０(z０)－∑
K

k＝１
ln det

∂fk

∂zk－１

－１

．

利用变换后的分布作为变分分布,即q(z(i)))＝
qK(zK),此时的变分下界为

L(ϕ)＝Eq０(z０)[lnp(x,zK)－lnqK(zK)]．
求解该优化问题只需要计算映射函数雅可比行

列式行列式 ∂f
∂z ．

选用不同的映射函数可以得到不同的标准化流

方法,平面流和径向流是２种最经典的标准化流,其
中每次映射可以看作一个隐层单元,其雅可比行列

式可以很方便计算,一般应用于低维隐空间[３７]．
Sylvester标准化流是平面流的一般化表示,克服了
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单一隐层的缺点,丰富了变分分布的表示能力[８３]．
自回归流是一种结构丰富同时雅可比行列式容易计

算的映射函数,成为标准化流的研究特点之一,不同

的结合方式形成不同的算法,包括realnonＧvolume
preservingflows[８４]、掩模自回归流[３８]、可逆自回归

流[３９]等．
５．３　其他结构化变分推理

除了结构化均值场方法、标准化流方法之外,研
究者还提出了各种其他策略,通过丰富变分分布结

构提升变分推理精度．
１)层次化变分模型．均值场方法假设变分推理

模型各维度之间是相互独立的,层次化变分模型[１７]

(hierachicalvariationalmodels)通过引入贝叶斯方

法丰富模型结构,对变分参数引入先验分布,增加变

量之间的相关性．该方法在保持隐变量之间条件独

立性的同时,丰富了变分推理模型结构关系．对于观

测向量x,基于完全均值场变分推理中变分分布为

q(z;ϕ)＝∏
d

i＝１
q(zi;ϕi)．

　　层次化变分推理通过对变分参数ϕ 引入先验

分布q(ϕ;λ),此时层次化变分推理模型为

qHVM(z;ϕ)＝∫q(ϕ;λ)∏
d

i＝１
q(zi;ϕi)dλ．

２)耦合变分推理．耦合变分推理[４０Ｇ４１]通过对均

值场变分分布引入耦合分布增加分量之间的相关

性,此时变分分布形式为

q(z;ϕ)＝ ∏
d

i＝１
q(zi;ϕi)[ ]c(Q(z１),

Q(z２),􀆺,Q(zd)),
其中,c表示耦合函数,即基于各分量边缘累计分布

函数Q(z１),Q(z２),􀆺,Q(zd)的联合概率分布．
３)基于辅助变量的变分推理模型．在隐变量生

成模型中引入附加向量a,此时生成模型概率分布

形式为

p(x,z,a)＝p(z)p(x|z)p(a|x,z)．
　　变分推理模型的形式为

q(a,z|x)＝q(z|a,x)q(a|x)．
　　此时,观测样本x 对应的变分下界为

L(ϕ)＝Eq(a,z|x)[lnp(x,z,a)－lnq(a,z|x)]．
４)基于混合分布的变分推理．混合模型具有灵

活的表示形式,从２０世纪末开始已经被应用到变分

推理模型中[４２Ｇ４３]．混合模型灵活的结构形式也意味

着复杂的变分推理,研究者提出了各种训练方式,
包括基于辅助界的方法[１７]、固定点更新方法[８５]等．
受到boosting方法的启发,最近发展了boosting变

分推理方法[８６]及变分boosting方法[８７],通过每次

只更新其中一个分量,而固定其他分量的方式进行

训练．

６　研究展望

概率生成模型变分推理已经成为人工智能领域

的研究热点,该方向进一步研究工作主要包括４个

方面:
变分推理的理论研究工作还非常有限,已开展

的部分理论研究工作主要集中在变分推理统计性质

分析方面,包括对变分贝叶斯推理中模型参数的训

练一致性分析[８８],如贝叶斯线性模型参数训练一致

性的分析[８９Ｇ９０]、泊松混合效应模型参数渐进正态性

的分析[９１]、随机区块模型参数渐进正态 性 的 分

析[９２]等．相比蒙特卡洛近似推理理论研究,变分近

似推理的理论研究还有很多工作有待深入,包括变

分推理近似误差的量化、基于变分推理的预测分布

的统计性质等．
变分推理通过概率分布距离度量来构建变分优

化式,根据不同的距离度量方式可以得到不同的变

分优化式,当前变分推理主流是基于DKL(q‖p)散
度的变分优化问题开展研究．研究者也开展了基于

其他概率分布度量的变分推理研究,包括DKL(p‖
q)散度距离[４８,９３]、αＧ散度距离Dα(p‖q)[９４]、fＧ散度

距离Df(p‖q)[５３,９５]等．但是这方面研究的深度不

够,包括如何基于这些概率分布距离度量设计收敛

速度更快的优化算法、如何丰富变分分布结构、如何

有效地同深度神经网络相结合处理大规模数据等,
这些研究问题都是有待深入探讨分析的．

基于采样和基于变分的推理方法是两大类重要

的近似推理方法,基于采样的近似推理方法,精度较

高且有理论保证,但是收敛速度慢,且受先验参数影

响;基于变分的近似推理方法收敛速度快,但是推理

精确不易量化．研究如何将２类近似方法进行有效

地结合,实现近似推理精度与计算速度的权衡折中

是一个重要的研究方向．已开展的相关研究包括:将
MetropolisＧHastings采 样 引 入 已 训 练 的 变 分 分

布[９６]、利用 MCMC进行近似求解变分推理的坐标

上升优化成果[９７Ｇ９８]、引入变分近似方法到 MCMC
链中[９９]等．进一步深入研究采样方法和变分方法的

结合方式及结合场景对机器学习领域都有重要的理

论价值和实践意义．
深度概率生成模型结合了概率生成模型和深度

神经网络,是深度模型的重要构成部分．得益于黑盒
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变分推理方法的发展,可以方便地开展深度概率生

成模型在大规模数据集上的训练．基于变分推理的

深度概率生成模型也是深度学习方面的研究热点．
随着大规模数据集规模及算力的进步,深度学习在

实际应用中取得了很多瞩目成果,但是理论研究方

面发展缓慢．可以以深度概率生成模型为切入点,基
于变分推理开展相关理论研究,如深度特征表示、隐
变量可解释性等．深度概率生成模型的２类典型范

例是变分自编码和生成对抗网络．变分自编码是针

对显式深度概率生成模型进行训练,模型具有生成

数据及特征表示能力;而生成对抗网络是针对隐式

深度生成模型进行训练,模型仅具有生成高质量数

据的能力．针对不同的应用场景或模型结构,如何扬

长避短将２类方法有效结合起来是一个重要的研究

方向．已 有 的 相 关 研 究 工 作 包 括 对 抗 自 编 码 模

型[３０]、对抗变分贝叶斯[３１]等,是将对抗策略引入到

变分优化式的求解中．但是这方面仍旧有很大的研

究空间．

７　总　　结

本文给出了概率生成模型变分推理的一般框架

及基于变分推理的概率生成模型参数学习过程．并
从条件共轭指数族的变分推理、基于随机梯度的

黑盒变分推理及结构化变分推理３方面综述了变分

推理的最新进展及相应框架下算法的优缺点．最终

对概率生成模型变分推理的进一步工作进行了讨论

分析．
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