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Abstract　Inordertorevealthedeeperessentialcharacteristicsofhesitantfuzzyroughapproximation
operatorsandfurtherstudytherelationshipbetweenhesitantfuzzyroughapproximationspacesand
hesitantfuzzytopologicalspaces,itisofgreatsignificancetostudytheaxiomaticcharacterizationsof
hesitantfuzzyroughapproximationoperators．In mostoftheexistingresults,theaxiomsusedto
describehesitantfuzzy approximation operators contain multiple axioms．Sincethe axiomatic
characterizationofapproximationoperatorisakey methodintheresearchofthe mathematical
structureofroughsettheory,itisafundamentalprobleminaxiomaticmethodtofindtheminimum
setofabstractaxioms．In view oftheabove problems,this paperfocuses onthestudy of
characterizationbyusingsingleaxiom．Thenumberofaxiomsintheaxiomsetissimplifiedtounique
axiom forthefirsttime,andanew axiom descriptionisproposed．Firstofall,theaxiomatic
characterizationsofclassicalhesitantfuzzyroughapproximationoperatorsaregiven．Then,westudy
theproblemoftheaxiomatizationofhesitantfuzzyroughapproximationoperatorsgeneratedbyserial,

reflexive,symmetric,transitiveandequivalenthesitantfuzzyrelations,respectively．Finally,itis
provedthatthehesitantfuzzyroughapproximationspacecaninduceahesitantfuzzytopologicalspace．
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摘　要　为了揭示犹豫模糊粗糙近似算子更深层次的本质特性,且更进一步研究犹豫模糊粗糙近似空间

与犹豫模糊拓扑空间之间的关系,对犹豫模糊粗糙近似算子公理刻画问题的研究具有重要意义．在已有

结果中,用来刻画犹豫模糊近似算子的公理集大都含有多条公理．由于近似算子公理化方法在研究粗糙

集理论的数学结构中具有重要意义,寻找最小公理集成为公理化方法中的一个基本问题．针对上述



问题,首次将公理集中的公理简化为一条,提出一种新的公理刻画形式．首先给出一般犹豫模糊粗糙近

似算子的公理刻画,然后分别针对串行的、自反的、对称的、传递的和等价的犹豫模糊关系所生成的犹豫

模糊粗糙近似算子公理化问题进行研究．最后证明了由犹豫模糊粗糙近似空间可以诱导出一个犹豫模

糊拓扑空间．
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　　波兰数学家Pawlak[１]于１９８２年首次提出粗糙

集理论,在其研究中,近似算子的定义主要有２种方

法:构造性方法和公理化方法．在构造性方法中,多
以论域上的二元关系、划分、覆盖、邻域系统、布尔子

代数等作为原始概念,并应用这些概念构造近似算

子．相反地,在公理化方法中,则把一对抽象的集合

值算子作为原始概念,利用一组公理描述上、下近似

算子,即首先通过满足某些条件的公理形式给定粗

糙集代数系统中的集合算子,其次寻找合适的二元

关系使得由该二元关系及其生成的近似空间按构造

性方法导出的近似算子恰好就是由公理方法定义的

集合算子．
在对粗糙集理论研究的过程中,最早由 Lin等

人[２]提出了公理化的方法,Yao[３]与 Thiele[４]给出

了对于一般关系和各种特殊关系下的粗糙近似算子

相对完整的公理刻画结果．Wu等人[５]把一般二元

关系的粗糙近似算子的公理集拓展到无限论域中．
作为用来处理模糊性和不确定性知识的另一种

数学工具,模糊集理论由美国控制论专家Zadeh[６]

于１９６５年首次提出,之后粗糙集与模糊集的融合问

题成为热门研究方向[７Ｇ８]．在模糊粗糙集的研究中,

Morsi等人[９]最早使用公理化方法研究模糊近似算

子,Yang等人[１０]考虑了分别由一般犹豫模糊关系

和串行的、自反的、对称的、传递的犹豫模糊关系导

出的犹豫模糊粗糙近似算子的公理刻画问题．Wu
等人[１１]还给出了对偶(S,T)模糊粗糙近似算子的

单公理刻画,Zhang等人[１２]给出基于覆盖的近似算

子的公理刻画,Pang等人[１３]基于３类新的LＧ模糊

关系给出了LＧ模糊粗糙近似算子的公理刻画,Pang
等人[１４]提出了一个LＧ模糊近似算子的一般结构和

各种类型的LＧ模糊粗糙集,并用单个公理刻画了每

一类LＧ模糊关系及其组合对应的LＧ模糊近似算子．
Li等人[１５]提出了一种基于模糊邻域系统的粗糙集

模型并从公理化的角度研究了粗糙近似算子．对于

完全分配格L,Sun等人[１６]引入了LＧ模糊上近似算

子的概念,给出了LＧ模糊上近似算子的公理刻画,

并讨论了串行的、自反的、一元的和传递的LＧ广义

模糊远邻域系统产生的LＧ模糊上近似算子的性质．
对于剩余格L,Wang等人[１７]进一步研究了LＧ模糊

粗糙集的公理刻画,并用２种不同的方法研究了LＧ
模糊粗糙上近似算子的单公理刻画问题．Pang等

人[１８]针对L 是一个完备的 Heyting代数的情形,给
出了LＧ粗糙近似算子的一般结构．在公理化方法

中,证明了分别与串行的、自反的、对称的、传递的、
欧几里德的等多种LＧ关系所生成的每一类LＧ粗糙

近似算子,都可以用一条公理来刻画．
在犹豫模糊粗糙集理论研究中,Yang等人[１０]

提出的模型存在一个问题:２个犹豫模糊集之间的

包含关系不一定是反对称的,即对任意２个犹豫模

糊集A 和B,若A⊆B 且B⊆A,则不一定有B＝A
成立．针对这一问题,Zhang等人[１９]将 Yang的模型

进行改进,提出了一种新的犹豫模糊粗糙集模型．本
文基于文献[１９]所提出的新模型给出犹豫模糊粗糙

近似算子的公理刻画．

１　基础知识

本节给出犹豫模糊集、犹豫模糊关系、犹豫模糊

粗糙集的相关概念和性质．
定义１[１０]．设U 为非空有限论域,U 上的一个

犹豫模糊集定义为A＝{􀎮x,hA (x)􀎯|x∈U},其中

hA(x)为x 在犹豫模糊集合A 中的隶属函数,即

hA(x)是[０,１]中不同值的有限集合,表示U 中元

素x 在犹豫模糊集合A 中的可能隶属度．
方便起见,称hA (x)为犹豫模糊元,U 上所有

犹豫模糊集构成的集合称为U 的犹豫模糊幂集,记
为 HF(U)．

注意到,不同犹豫模糊元中数值的数目可能不

同,记l(hA(x))表示hA (x)中数值的个数,为了方

便计算,给出２点假设:

１)将每个犹豫模糊元中的元素按递增顺序排

列,记为
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hA(x)＝{hσ(k)
A (x)|k＝１,２,􀆺,l},

其中k表示递增排列后犹豫模糊元中第k个数值．
２)为了方便计算以及合理地对２个犹豫模糊

元hA(x)与hB (x)进行比较,则当l(hA (x))≠
l(hB(x))时,这２个犹豫模糊元需要有相同的长度．令

l＝max{l(hA(x)),l(hB(x))},
并 将 元 素 较 少 的 犹 豫 模 糊 元 进 行 扩 充,直 到

l(hA(x))＝l(hB(x))＝l．在乐观准则下,通过重复

添加最大值进行扩充;在悲观准则下,通过重复添加

最小值进行扩充．
由于文献[１０]中提出的犹豫模糊粗糙集模型中

任意２个犹豫模糊集之间的包含关系不一定是反对

称的,然而在经典集合理论中任意２个集合间的包

含关系都满足反对称性．为了弥补这一问题,文献

[１９]将 Yang等人[１０]的模型进行了改进,重新定义

了２个犹豫模糊集合间的包含关系．
定义２．设U 为非空有限论域,A,B 为２个犹

豫模糊集,若hA(x)⪯hB(x),∀x∈U,其中

hA(x)⪯hB(x)⇔hσ(k)
A (x)≤hσ(k)

B (x),

k＝１,２,􀆺,l,
则定义为A⊆B．

显然上述包含关系满足反对称性．
定义３[２０]．设U 为非空有限论域,称R∈HF(U×

U)为U 上的犹豫模糊关系．
若∀x∈U,∃y∈U 使得hR(x,y)＝{１},则称

R 是串行的;
若∀x∈U 都有hR (x,x)＝{１},则称R 是自

反的;
若∀(x,y)∈U×U 都有hR (x,y)＝hR (y,

x),则称R 是对称的;

若hR(x,y)∧
－hR(y,z)≤hR(x,z),即

hσ(k)
R (x,y)∧hσ(k)

R (y,z)≤hσ(k)
R (x,z),

对于∀x,y,z∈U 都成立,则称R 是传递的,其中

k＝１,２,􀆺,l,l＝max{l(hR (x,y),l(hR (y,z)),

l(hR(x,z))};
若R 满足自反性、对称性和传递性,则称R 为

等价的犹豫模糊关系．
基于犹豫模糊元之间新的运算法则,文献[１９]

提出一种新的犹豫模糊粗糙集模型．在该模型当中任

意２个犹豫模糊集之间的包含关系一定是反对称的．
定义４．设U 为非空有限论域,R 为U 上的犹

豫模糊关系,则(U,R)称作犹豫模糊近似空间．∀A⊆

U,A 在犹豫模糊近似空间中的上、下近似 􀭺R(A),

R(A)定义为

􀭺R(A)＝{􀎮x,h􀭺R(A)(x)􀎯|x∈U},

R(A)＝{􀎮x,hR(A)(x)􀎯|x∈U},
其中

h􀭺R(A)(x)＝∨－y∈U
{hR(x,y)∧

－ hA(y)}＝

{∨
y∈U

(hσ(k)
R (x,y)∧hσ(k)

A (y))k＝１,２,􀆺,lx},

hR(A)(x)＝∧
－

y∈U
{hRc(x,y)∨－ hA(y)}＝

{∧
y∈U

(hσ(k)
Rc (x,y)∨hσ(k)

A (y))k＝１,２,􀆺,lx},

lx ＝maxmax
y∈U

{l(hR(x,y)),l(hA(y))}．

则称(R(A),􀭺R(A))为A 在(U,R)中的犹豫模糊粗

糙集,分别称R,􀭺R 为下、上犹豫模糊粗糙近似算子．
性质１．犹豫模糊近似空间(U,R)中的上、下

犹豫模糊粗糙近似算子􀭺R,R 满足的性质为:

１)A⊆B⇒􀭺R(A)⊆􀭺R(B);

⇒R(A)⊆R(B);

２)A⊆B⇒􀭺R(A)⊆􀭺R(B);

⇒R(A)⊆R(B);

３)􀭺R(A∪B)＝􀭺R(A)∪􀭺R(B);

４)R(A∩B)＝R(A)∩R(B);

５)􀭺R(A∩C(a１,a２,􀆺,am))＝􀭺R(A)∩C(a１,

a２,􀆺,am);

６)R(A∪C(a１,a２,􀆺,am))＝R(A)∪C(a１,

a２,􀆺,am)．
其中∀A,B∈HF(U),∀ai∈[０,１],i＝１,

２,􀆺,m,C(a１,a２,􀆺,am )表示取值为{a１,a２,􀆺,

am}的犹豫模糊常数集．
定理１．设U 为非空有限论域,R 为U 上的犹豫

模糊关系,􀭺R,R 分别为犹豫模糊上、下近似算子,则:
１)犹豫模糊关系R 是串行的

⇔R(∅)＝∅;

⇔􀭺R(U)＝U;

⇔R(A)⊆􀭺R(A),∀A∈HF(U)．
２)犹豫模糊关系R 是自反的

⇔R(A)⊆A,∀A∈HF(U);

⇔A⊆􀭺R(A),∀A∈HF(U)．
３)犹豫模糊关系R 是对称的

⇔hR(U－{x})(y)＝hR(U－{y})(x),∀x,y∈U;

⇔h􀭺R(１x)(y)＝h􀭺R(１y)(x),∀x,y∈U．
４)犹豫模糊关系R 是传递的

⇔R(A)⊆R(R(A)),∀A∈HF(U);

⇔􀭺R(􀭺R(A))⊆􀭺R(A),∀A∈HF(U)．
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２　犹豫模糊粗糙近似算子的公理刻画

本节首先给出由一般犹豫模糊关系导出的犹豫

模糊粗糙近似算子的公理刻画．
定理２．设 H,L:HF(U)→HF(U)为２个对

偶的犹豫模糊集合算子,则存在U 上１个犹豫模糊

关系R 使得H＝􀭺R,L＝R 成立当且仅当∀A,B∈
HF(U),H 满足(HFU)或L 满足(HFL):

(HFU)∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y));

(HFL)∧
－

x∈U
(hA(x)∨－ hL(B)(x))＝

∧
－

x∈U
　 ∧

－

y∈U
(hB(x)∨－ hL(U－{x})(y)∨－ hA(y))．

证明．由犹豫模糊集合算子 H 与L 的对偶性

可知(HFU)与(HFL)等价．因此只需证明:若U 上

存在一个犹豫模糊关系R,使得 H＝􀭺R 成立当且仅

当H 满足(HFU)．
首先证明充分性．设存在U 上一个犹豫模糊关

系R,使得 H(A)＝􀭺R(A)成立,则由性质１可知:

H(∪
i∈I

Ai)＝􀭺R(∪
i∈I

Ai)＝∪
i∈I

􀭺R(Ai)＝∪
i∈I

H(Ai),

其中I为任意索引集．再由性质１得:

H(A∩C(a１,a２,􀆺,am))＝
􀭺R(A∩C(a１,a２,􀆺,am))＝
􀭺R(A)∩C(a１,a２,􀆺,am)＝
H(A)∩C(a１,a２,􀆺,am)．

注意到B＝ ∪
y∈U

(C(hB (y))∩１y),因此∀x∈

U,都有:

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(∪
y∈U

(C(hB(y))∩１y))(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－　 ∨－y∈U
hH(C(hB(y))∩１y)(x))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hA(x)∧
－ hC(hB(y))(x)∧

－ hH(１y)(x))＝

∨－y∈U
　 ∨－x∈U

(hB(y)∧
－ hH(１y)(x)∧

－ hA(x))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))．

其次证明必要性．设犹豫模糊集合算子 H 满足

(HFU),由 H 定义U 上的犹豫模糊关系R 为

hR(x,y)＝hH(１y)(x),∀(x,y)∈U×U．
　　注意到∀A∈HF(U),∀x∈U,都有:

A＝∪
x∈U

(C(hA(x))∩１x),

则∀B∈HF(U)根据定义４可知:

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ h􀭺R(B)(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ (∨－y∈U
(hR(x,y)∧

－ hB(y))))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hA(x)∧
－ (hR(x,y)∧

－ hB(y)))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hA(x)∧
－ hH(１y)(x)∧

－ hB(y))＝

∨－y∈U
　 ∨－x∈U

(hB(y)∧
－ hH(１y)(x)∧

－ hA(x))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))．

　　因此 H(B)＝􀭺R(B),∀B∈HF(U)．
对于下近似算子的情形,由L 定义U 上的犹豫

模糊关系R 为

hR(x,y)＝hL(U－{y})(x),∀(x,y)∈U×U．
　　同时∀A∈HF(U),注意到

A＝∩
x∈U

(C(hA(x))∪１U－{x}),

即可证明． 证毕．
下面研究由串行的、自反的、对称的、传递的和

等价的犹豫模糊关系所生成的犹豫模糊粗糙近似算

子的公理刻画．
定理３．设 H,L:HF(U)→HF(U)为２个对

偶的犹豫模糊集合算子,则存在U 上一个串行的犹

豫模糊关系R,使得 H ＝􀭺R,L＝R 成立当且仅当

∀A,B ∈HF (U),H 满 足 (HFU１)或 L 满 足

(HFL１):
(HFU１)h(U－H(U))(x)∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x)))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y));

(HFL１)h(U－L(∅))(x)∧
－

(∧
－

x∈U
(hA(x)∨－ hL(B)(x)))＝

∧
－

x∈U
　 ∧

－

y∈U
(hB(x)∨－ hL(U－{x})(y)∨－ hA(y))．

证明．由 犹 豫 模 糊 集 合 算 子 的 对 偶 性 可 知

(HFU１)和(HFL１)等价,因此只需证若U 上存在

一个串行的犹豫模糊关系R 使得H ＝􀭺R 成立当且

仅当H 满足(HFU１)．
首先证明充分性．若U 上存在一个串行的犹豫

模糊关系R 使得H＝􀭺R 成立,由定理１可知:

H(U)＝􀭺R(U)＝U,
因此根据定理２得:
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h(U－H(U))(x)∨－ (∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x)))＝

h(∅)(x)∨－ (∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x)))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))．

其次证明必要性．设 H 满足(HFU１),取A＝
∅,根据(HFU１)则有:

h(U－H(U))(x)∨－ {０}＝{０},
因此:

h(U－H(U))(x)＝０⇒(U－H(U))＝∅
⇒U＝H(U)．

所以:

h(U－H(U))(x)∨－ (∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x)))＝

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x)))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))．

由定理２可知,存在１个U 上的犹豫模糊关系

R 使得H＝􀭺R 成立,最后由U＝H(U)并根据定理１
得到该犹豫模糊关系是串行的． 证毕．

定理４．设 H,L:HF(U)→HF(U)为２个对

偶的犹豫模糊集合算子,则存在U 上一个自反的犹

豫模糊关系R,使得 H ＝􀭺R,L＝R 成立当且仅当

∀A,B ∈HF (U),H 满 足 (HFU２)或 L 满 足

(HFL２):

(HFU２)∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
(∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(hA(x)∧
－ hB(x)));

(HFL２)∧
－

x∈U
(hA(x)∨－ hL(B)(x))＝

∧
－

x∈U
(∧

－

y∈U
(hB(x)∨－ hL(U－{x})(y)∨－ hA(y))∧

－

(hA(x)∨－ hB(x)))．
证明．由 犹 豫 模 糊 集 合 算 子 的 对 偶 性 可 知

(HFU２)和(HFL２)等价,因此只需证若U 上存在

一个自反的犹豫模糊关系R 使得H ＝􀭺R 成立当且

仅当H 满足(HFU２)．
首先证明充分性．若U 上存在一个自反的犹豫

模糊关系R 使得H＝􀭺R 成立,由定理１可知:

B⊆􀭺R(B)＝H(B),∀B∈HF(U)．
　　因此根据定理２得:

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hB∪H(B)(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ (hB(x)∨－ hH(B)(x)))＝

∨－x∈U
((hA(x)∧

－ hB(x))∨－

(hA(x)∧
－ hH(B)(x)))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hB(x)))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hB(x)))＝

∨－x∈U
(∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(hA(x)∧
－ hB(x)))．

其次证明必要性．设犹豫模糊集合算子 H 满足

(HFU２),则:

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hB∪H(B)(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ (hB(x)∨－ hH(B)(x)))＝

∨－x∈U
((hA(x)∧

－ hB(x))∨－ (hA(x)∧
－

hH(B)(x)))＝∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hB(x)))＝

∨－x∈U
(∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(hA(x)∧
－ hB(x)))∨－ (∨－x∈U

(hA(x)∧
－

hB(x)))＝∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－

hA(y))∨－ (∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hB(x)))＝

∨－x∈U
(∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(hA(x)∧
－ hB(x)))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))．

　　因此 H(B)＝B∪H(B),这样B⊆H(B)．

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hB∪H(B)(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ (hB(x)∨－ hH(B)(x)))＝

∨－x∈U
((hA(x)∧

－ hB(x))∨－ (hA(x)∧
－

hH(B)(x)))＝∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hB(x)))．
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由(HFU２)可知:

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hB(x)))＝

∨－x∈U
(∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(hA(x)∧
－ hB(x)))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hB(x)))．

因此:

∨
－

x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))．

由定理２可知,存在一个U 上的犹豫模糊关系R
使得H＝􀭺R 成立．最后由B⊆H(B),∀B∈HF(U),
并根据定理１可知该犹豫模糊关系是自反的．证毕．

定理５．设 H,L:HF(U)→HF(U)为２个对

偶的犹豫模糊集合算子,则存在U 上一个对称的犹

豫模糊关系R,使得 H ＝􀭺R,L＝R 成立当且仅当

∀A,B ∈HF (U),H 满 足 (HFU３)或 L 满 足

(HFL３):

(HFU３)∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１y)(x)∧

－ hA(y));

(HFL３)∧
－

x∈U
(hA(x)∨－ hL(B)(x))＝

∧
－

x∈U
∧
－

y∈U
(hB(x)∨－ hL(U－{y})(x)∨－ hA(y))．

证明．由 犹 豫 模 糊 集 合 算 子 的 对 偶 性 可 知

(HFU３)和(HFL３)等价,因此只需证若U 上存在

一个对称的犹豫模糊关系R,使得 H＝􀭺R 成立当且

仅当H 满足(HFU３)．
首先证明充分性．若U 上存在一个对称的犹豫模

糊关系R 使得H＝􀭺R 成立．由定理１可知hH(１x)(y)＝
hH(１y)(x),∀x,y∈U,因此根据定理２得:

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))＝

∨－x∈U
∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１y)(x)∧

－ hA(y))．

其次证明必要性．设 H 满足(HFU３),

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１y)(x)∧

－ hA(y))＝

∨－y∈U
　 ∨－x∈U

(hB(y)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(x))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hA(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hB(y))．

取B＝１y,A＝U 则有:

∨－x∈U
(hH(１y)(x))＝∨－x∈U

　 ∨－y∈U
(hH(１x)(y)∧

－

h１y (y))＝∨
－

x∈U
(hH(１x)(y))．

因此hH(１y)(x)＝hH(１x)(y)．所以

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１y)(x)∧

－ hA(y))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))．

由定理２可知,U 上存在一个犹豫模糊关系R
使得H＝􀭺R 成立．由于hH(１x)(y)＝hH(１y)(x),并根

据定理１可知该犹豫模糊关系是对称的． 证毕．
定理６．设 H,L:HF(U)→HF(U)为２个对

偶的犹豫模糊集合算子,则存在U 上一个传递的犹

豫模糊关系R,使得 H ＝􀭺R,L＝R 成立当且仅当

∀A,B ∈HF (U),H 满 足 (HFU４)或 L 满 足

(HFL４):

(HFU４)∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
(∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(hA(x)∧
－ hH(H(B))(x)));

(HFL４)∧
－

x∈U
(hA(x)∨－ hL(B)(x))＝

∧－x∈U
(∧－y∈U

(hB(x)∨－ hL(U－{x})(y)∨－ hA(y))∧
－

(hA(x)∨－ hL(L(B))(x)))．
证明．由 犹 豫 模 糊 集 合 算 子 的 对 偶 性 可 知

(HFU４)和(HFL４)等价,因此只需证若U 上存在

一个传递的犹豫模糊关系R,使得 H＝􀭺R 成立当且

仅当H 满足(HFU４)．
首先证明充分性．若U 上存在一个传递的犹豫

模糊关系R,使得 H＝􀭺R 成立,由定理１可知:

H(H(B))＝􀭺R(􀭺R(B))⊆􀭺R(B)＝H(B),

∀B∈HF(U)．因此根据定理２得:

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(H(B))∪H(B)(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ (hH(H(B))(x)∨－ hH(B)(x)))＝

∨－x∈U
((hA(x)∧

－ hH(H(B))(x))∨－

(hA(x)∧
－ hH(B)(x)))＝
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∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(H(B))(x)))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(H(B))(x)))＝

∨－x∈U
(∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(hA(x)∧
－ hH(H(B))(x)))．

其次证明必要性．设犹豫模糊集合算子 H 满足

(HFU４),则

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(H(B))∪H(B)(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ (hH(H(B))(x)∨－ hH(B)(x)))＝

∨－x∈U
((hA(x)∧

－ hH(H(B))(x))∨－

(hA(x)∧
－ hH(B)(x)))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(H(B))(x)))＝

∨－x∈U
(∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(hA(x)∧
－ hH(H(B))(x)))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(H(B))(x)))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(H(B))(x)))＝

∨－x∈U
(∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(hA(x)∧
－ hH(H(B))(x)))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))．

　　因此 H(B)＝H(H(B))∪H(B),这样

H(H(B))⊆H(B)．
于是:

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(H(B))∪H(B)(x))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ (hH(H(B))(x)∨－ hH(B)(x)))＝

∨－x∈U
((hA(x)∧

－ hH(H(B))(x))∨－

(hA(x)∧
－ hH(B)(x)))＝

∨－x∈U
(hA(x)∧

－hH(B)(x))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－hH(H(B))(x)))．

由(HFU４)可知:

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))∨－ (∨－x∈U
(hA(x)∧

－

hH(H(B))(x)))＝∨－x∈U
(∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－

hA(y))∨－ (hA(x)∧
－ hH(H(B))(x)))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))∨－

(∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(H(B))(x)))．

　　因此:

∨－x∈U
(hA(x)∧

－ hH(B)(x))＝

∨－x∈U
　 ∨－y∈U

(hB(x)∧
－ hH(１x)(y)∧

－ hA(y))．

由定理２可知,存在一个U 上的犹豫模糊关系

R,使得 H＝􀭺R 成立．最后由 H (H (B))⊆H (B),

∀B∈HF(U)并根据定理１可知该犹豫模糊关系

是传递的． 证毕．
综合定理４~６并根据定义３即可得到定理７．
定理７．设H,L 是２个对偶的犹豫模糊集合算

子,则存在U 上一个等价的犹豫模糊关系R,使得

H＝􀭺R,L＝R 成立当且仅当∀A,B∈HF(U),H
满足(HFU２)(HFU３)(HFU４)或等价地L 满足

(HFL２)(HFL３)(HFL４)．

３　犹豫模糊拓扑空间的诱导

利用第２节所给出的各类犹豫模糊粗糙近似算

子公理刻画的结论,对犹豫模糊粗糙近似空间与

犹豫模糊拓扑空间之间的关系进行研究．由于近似

算子的对偶性,下面仅对犹豫模糊下近似算子进行

讨论．
推论１．设U 为非空有限论域,R 为U 上一个

自反且传递的犹豫模糊关系,则有等式成立:

R(A)＝R(R(A)),∀A∈HF(U)．
证明．由定理４和定理６可知,R 满足:

∧
－

x∈U
(hA(x)∨－ hR(B)(x))＝

∧
－

x∈U
(∧

－

y∈U
(hB(x)∨－ hR(U－{x})(y)∨－ hA(y))∧

－

(hA(x)∨－ hB(x))), (１)

∧
－

x∈U
(hA(x)∨－ hR(B)(x))＝

∧
－

x∈U
(∧

－

y∈U
(hB(x)∨－ hR(U－{x})(y)∨－ hA(y))∧

－

(hA(x)∨－ hL(L(B))(x))), (２)
则由式(１)可知R(A)⊆A,由式(２)可知R(A)⊆
R(R(A))．
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综上可得R(A)＝R(R(A))． 证毕．
在文献[１９]中已经证明了U 上一个自反且传

递的犹豫模糊关系R 满足:

∪
j∈J

R(Aj)＝R(∪
j∈J

R(Aj)),

其中∀Aj∈HF(U),J 为索引集．
下面证明U 上自反且传递的犹豫模糊关系在

U 上能诱导一个犹豫模糊拓扑空间．
定理８．设U 为非空有限论域,若R 为U 上的

自反且传递的犹豫模糊关系,则存在U 上的一个犹

豫模糊拓扑τR,使得

τR＝{A∈HF(U)|R(A)＝A}．
由文献[２１]中犹豫模糊拓扑的定义可知,(U,

τR)为犹豫模糊拓扑空间只需满足:

１)C(a１,a２,􀆺,am )∈τR,其中{a１,a２,􀆺,

am}⊂[０,１],C(a１,a２,􀆺,am)表示犹豫模糊常数集．
２)A∩B∈τR,∀A,B∈τR．
３)∪

j∈J
Aj ∈τR,Aj ∈τR,j∈J,J 为索引集．

证明．
１)由自反性易知该犹豫模糊关系是串行的,

因此

R(C(a１,a２,􀆺,am))＝C(a１,a２,􀆺,am)．
因此C(a１,a２,􀆺,am)∈τR．

２)任取A,B∈τR,则R(A)＝A,R(B)＝B．由
性质１可知

R(A∩B)＝R(A)∩R(B)＝A∩B．
因此A∩B∈τR．

３)任取Aj∈τR,j∈J,J 为索引集,由推论１
可知R(Aj)＝Aj．于是

∪
j∈J

R(Aj)＝R(∪
j∈J

R(Aj))．

由此可知R(∪
j∈J

Aj)＝∪
j∈J

Aj,因此∪
j∈J

Aj∈τR．综

上所述τR 为U 上的１个犹豫模糊拓扑． 证毕．

４　结束语

本文基于文献[１９]所提出的新的犹豫模糊粗糙

集模型进行研究,得出刻画犹豫模糊粗糙近似算子

的一种新公理集．并进一步解决了分别由串行的、自
反的、对称的、传递的和等价的犹豫模糊关系所生成

的近似算子的公理刻画问题．最后应用本文结论证

明了由犹豫模糊粗糙近似空间可以诱导出一个犹豫

模糊拓扑空间．
本文所给出的犹豫模糊粗糙集的公理化方法比

较简洁地刻画了犹豫模糊粗糙集的数学结构．另外,

由于粗糙集理论中的下近似算子和上近似算子与模

态逻辑学中的必然性算子和可能性算子、拓扑空间

中的内部算子和闭包算子、DempsterＧShafer证据理

论中的信任函数与似然函数都有密切联系,因此将

粗糙集理论推广到犹豫模糊环境下,可以揭示犹豫

模糊粗糙近似算子更深层次的本质特点,且为进一

步探讨犹豫模糊粗糙集的拓扑结构奠定基础．
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