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Abstract　Quantum walkisanimportantmodelofquantumcomputing,andquantum walk with
multiplecoinshasattractedmoreandmoreattentionduetoitsoutstandingperformanceinquantum
communicationprotocols．Quantumcoherencecannotonlydescribethecharacteristicsofquantum
states,butalsoreflectthepropertiesofquantum evolutionprocess．Inthispaper,weanalyze
quantumcoherenceforthemodelofquantum walkwithtwocoinsontheonedimensionalcircle．On
theonehand,wediscusstheinfluenceofthechoiceofinitialquantumstateandcoinoperatorson
quantumcoherence．WhenthecoinoperatorisHadamardoperator,aslongastheinitialstatein
subspaceisequalsuperposition,thewholeevolutionaryprocessofquantum walkisperiodic,and
quantumcoherenceonlydependsonthenumberofvertexesofthecircleandsteps;Whentheinitial
stateisequalsuperpositionandtherearenolimitsonthecoinoperators,theevolutionofthequantum
stateisalsoextremelyregular．Ontheotherhand,wefindthatintheprocessofperfectstatetransfer
byquantumwalk,thecoinoperatorwilldeterminethequantumcoherencedirectly．Inaddition,we
alsodiscusstheequivalencebetweenthetwoquantumwalkmodels,andbasedonthis,wepointout
thepossibilityofapplicationandimprovementinquantumteleportation．

Keywords　quantumwalk;twocoins;quantumcoherence;statetransfer;quantumteleportation

摘　要　量子游走是量子计算的重要模型,而多硬币量子游走模型由于在量子通讯协议中表现突出也越

来越受到人们的关注．量子相干不仅可以刻画量子态的特点,也可以反映量子演化过程的性质．主要对



一维圆上两硬币量子游走模型的量子相干性进行了分析．一方面,讨论了初始量子态和硬币算子的选取

对量子相干的影响．当硬币算子为 Hadamard算子且初态只要在位置子空间上是均衡叠加态,整个量子

游走演化过程是具有周期性的,且量子相干仅依赖于步数和圆上顶点的个数;当初始态是均衡叠加态而

对硬币算子没有任何限制时,量子相干的演化也极具规律性．另一方面,发现在利用量子游走实现完美

状态转移(perfectstatetransfer)的过程中,硬币算子的选取直接影响量子相干的值．最后,探讨了２种

量子游走模型之间的等价性,并基于此指出了其在量子隐形传输(quantumteleportation)中的应用和改

进的可能性．

关键词　量子游走;两硬币;量子相干;状态转移;量子隐形传输

中图法分类号　TP３８

　　量子游走是经典随机游走在量子世界的对应

物,它描述了微观世界中粒子的随机演化过程．经典

随机游走本身应用十分广泛,比如kＧSAT问题[１]、
图像分割问题[２]、图匹配算法[３Ｇ４]等．量子游走也有

广泛的用途:实现通用量子计算[５Ｇ８];完成量子通讯

协议[９Ｇ１１];制备纠缠量子态[１２]等．另外,由于量子纠

缠、量子干涉和量子非定域性,量子游走可以更快地

搜索目标标记点,因此量子游走可以用来设计量子

算法,像搜索标记点问题[１３Ｇ１６]、元素区分问题[１７]、搜
索三角形问题[１８]等．当前基于量子游走的量子模拟

或展示各种量子游走模型自身性质的实验已经在许

多不同的物理系统上进行了实施,比如光子[１９]、离
子阱[２０]、超导处理器[２１]等．量子游走包含离散时间

量子游走[２２]和连续时间量子游走[２３],这里我们主

要研究离散时间量子游走．
量子游走可以定义在任意给定的图上,其中一

维圆是一种最为基础且常见的图,它可以作为实现

大规模量子网络的一个基本模块．对于圆上的量子

游走,许多学者也已经进行了广泛研究[２４Ｇ２６]．
量子相干起源于量子叠加原理,它不仅可以描

述量子信息处理的状态演变过程,而且可以反映和

解释量子力学中的许多关键核心问题．因此,量子相

干被应用到量子计算和量子信息的许多方面,比如

量子搜索算法[２７]、量子密钥分发[２８]、量子计量学[２９]

等．量子相干的量化方式[３０]有很多种,像基于相对

熵的、基于skew信息的以及l１ 范数相干等．由于量

子态的l１ 范数相干[３１]形式简单、便于计算,我们这

里将采用l１ 范数相干．
由于两硬币量子游走模型近年来在量子通讯协

议中的突出表现[９Ｇ１２],本文主要讨论了在一维圆上

两硬币量子游走过程中量子相干的动力学行为,并
基于此考虑了其在完美状态转移等量子通讯协议中

的演变规律．

１　预备知识

量子游走是经典随机游走在量子世界的对应

物．由于硬币已经变成了系统的内部自由度,游走者

依据硬币状态来决定在给定的图上如何行走,而硬

币的状态是由硬币算子来调节控制的．因此,整个演

化是发生在位置空间和硬币空间的复合希尔伯特空

间上．我们将含有N 个点的一维圆记作NＧcircle．下
面,我们将主要讨论在NＧcircle上的量子游走．
１．１　在圆上的两硬币量子游走模型

多硬币量子游走是由Brun等人于２００３年首次

提出[３２]．我们这里主要考虑两硬币量子游走模型．对
于两硬币游走模型,粒子是按顺时针行走还是逆时

针行走,是通过交替地使用２枚硬币算子来决定的．
也就是说,在奇数步,它由第１个硬币操作C１ 决定;
在偶数步,它由第２个硬币操作C２ 决定．因此,NＧ
circle上的两硬币量子游走在奇数步(翻转第１枚硬

币的结果)的酉变换可以写成:

U１＝(∑
N－１

x＝０

(x＋１)modN􀎯􀎮x 􀱋 ０􀎯􀎮０ 􀱋I２＋

∑
N－１

x＝０

(x－１)modN􀎯􀎮x 􀱋 １􀎯􀎮１ 􀱋I２)􀅰
(IN 􀱋C１􀱋I２),

在偶数步(翻转第２枚硬币的结果)的酉变换可以

写成:

U２＝(∑
N－１

x＝０

(x＋１)modN􀎯􀎮x 􀱋I２ 􀱋 ０􀎯􀎮０ ＋

∑
N－１

x＝０

(x－１)modN􀎯􀎮x 􀱋I２ 􀱋 １􀎯􀎮１ )􀅰
(IN 􀱋I２􀱋C２),

其中,I２ 是２×２的单位矩阵,IN 是N×N 的单位

矩阵．
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如果我们总共走t步,那么相应的酉算子可以

表示为(k＝１,２,􀆺):

U＝
(U２U１)k,t＝２k;

U１(U２U１)k－１,t＝２k－１．{
　　经过t步量子游走之后,游走者的量子态可以

写为

ψ(t)􀎯＝∑
N－１

x＝０
∑

１

c１＝０
∑

１

c２＝０
fx,c１,c２

(t)x,c１,c２􀎯,

其中振幅fx,c１,c２
(t)满足:

∑
N－１

x＝０
∑

１

c１＝０
∑

１

c２＝０
fx,c１,c２

(t)２＝１．

１．２　在圆上的两纠缠硬币量子游走模型

对于单硬币量子游走最直接的一种推广就是对

硬币空间进行高维推广,另外可以结合量子纠缠这

一典型的量子资源来扩展量子游走的演化并发掘它

的非经典性．两纠缠硬币量子游走模型于２００５年首

次被提出[３３],并在后来得到在数值[３４Ｇ３５]和理论[３６Ｇ３７]

等方面的更深入研究．
区别于１．１节所介绍的两硬币量子游走模型,

该模型中的２枚硬币在每一步游走时均会作用而非

轮流交替作用,另外游走者每一步游走均有３种类

型的移动,向前、向后和保持不动．具体地,在NＧcircle
上的一步两纠缠硬币量子游走的酉变换可以写成:

V＝(∑
N－１

x＝０

(x＋１)modN􀎯􀎮x 􀱋 ００􀎯􀎮００ ＋

∑
N－１

x＝０
x􀎯􀎮x 􀱋 ０１􀎯􀎮０１ ＋

∑
N－１

x＝０
x􀎯􀎮x 􀱋 １０􀎯􀎮１０ ＋

∑
N－１

x＝０

(x－１)modN􀎯􀎮x 􀱋 １１􀎯􀎮１１ )􀅰
(IN 􀱋C１􀱋C２)．

１．３　量子游走的l１ 范数相干

量子相干可以衡量量子态具有的量子关联,并
可以刻画其更具一般意义的性质,甚至反过来也能

够启发更丰富的物理意义．量子相干的度量有很多

种,鉴于l１ 范数相干形式的简便性,我们主要考虑

在量子游走中的l１ 范数相干．
对于给定的密度算子ρ,它的l１ 范数相干[３１]定

义为

C(ρ)＝∑
i≠j

ρij ＝∑
i≠j

􀎮iρ j􀎯 ．

从而,对于经过t 步量子游走之后的量子态

ψ(t)􀎯,它相应的密度矩阵ρt,即 ψ(t)􀎯􀎮ψ(t)为

∑
N－１

x,x′＝０
∑
１

c１,c′１,c２,c′２＝０
fx,c１,c２

(t)f∗
x′,c′１,c′２

(t)x,c１,c２􀎯

􀎮x′,c′１,c′２ ,

其中f∗ 表示f 的复共轭．当然,位置子空间的密度

矩阵ρ′t,即

trC(|ψ(t)􀎯􀎮ψ(t)|)＝

∑
x,x′

∑
c１,c２

fx,c１,c２
(t)f∗

x′,c１,c２
(t)x􀎯􀎮x′ ．

根据l１ 范数相干的定义,我们可以直接知道:

经过t步量子游走之后的量子态|ψ(t)􀎯在整个空间

的量子相干和在位置子空间的量子相干分别为

C(ρt)＝∑
x≠x′

∑
(c１,c２)＝(c′１,c′２)

fx,c１,c２
(t)f∗

x′,c′１,c′２
(t)＋

∑
x,x′

∑
(c１,c２)≠(c′１,c′２)

fx,c１,c２
(t)f∗

x′,c′１,c′２
(t),

C(ρ′t)＝∑
x≠x′

∑
c１,c２

fx,c１,c２
(t)f∗

x′,c１,c２
(t)．

下面我们将主要依据这２个公式对两硬币量子

游走和其实现完美状态转移这一过程进行量子相干

的相关分析．

２　主要结果

在本节中,我们将给出主要结果,即初始量子态

和不同的硬币算子的选择对在一维圆上两硬币量子

游走过程中量子相干的影响,并基于此来考虑它在

完美状态转移这一量子通讯协议中的演变规律．

２．１　硬币算子为Hadamard算子的相干性定理

对于在NＧcircle上的两硬币量子游走,我们选

取２个硬币算子均为无偏的 Hadamard算子H,即

C１＝H 且C２＝H．我们发现对于初态,只要位置空

间的量子态是均衡叠加态(硬币状态可以是任意

的),整个量子相干演化就极其有规律,具体如下:

定理 １．如 果 量 子 游 走 的 初 态 为 ϕ(０)􀎯＝
１
N ∑

N－１

x＝０
x􀎯(a ００􀎯＋b ０１􀎯＋c １０􀎯＋d １１􀎯),其

中a,b,c,d 均为复数且|a|２＋|b|２＋|c|２＋|d|２＝

１,那么整个演化过程是以４为周期,且

１)在任一时刻t,粒子处于位置x 的概率P(x,

t)均为１
N．其中,t＝０,１,􀆺;x＝０,１,􀆺,N－１．

２)经过t步量子游走之后的量子态|ϕ(t)􀎯在

整个空间的量子相干为(k＝０,１,􀆺):

９９８１李　萌等:两硬币量子游走模型中的相干动力学



C(ρt)＝

(２(|ab|＋|ac|＋|ad|＋|bc|＋|bd|＋|cd|)＋１)N－１,t＝４k,
N－１＋N(|(a＋c)(b＋d)|＋|(a＋c)(a－c)|＋|(a＋c)(b－d)|＋|(b＋d)(a－c)|＋
　|(b＋d)(b－d)|＋|(a－c)(b－d)|),t＝４k＋１,

N－１＋
N
２

(|(a＋b＋c＋d)(a－b＋c－d)|＋|(a＋b＋c＋d)(a＋b－c－d)|＋

　|(a＋b＋c＋d)(a－b－c＋d)|＋|(a－b＋c－d)(a＋b－c－d)|＋
　|(a－b＋c－d)(a－b－c＋d)|＋|(a＋b－c－d)(a－b－c＋d)|),t＝４k＋２,
N－１＋N(|(a＋b)(a－b)|＋|(a＋b)(c＋d)|＋|(a＋b)(c－d)|＋|(a－b)(c＋d)|＋
　|(a－b)(c－d)|＋|(c＋d)(c－d)|)),t＝４k＋３．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(１)

　　３)经过t步量子游走之后的量子态|ϕ(t)􀎯在
位置子空间的量子相干为N－１．

证明．根据两硬币量子游走模型知,对于量子

初态

ϕ(０)􀎯＝
１
N ∑

N－１

x＝０
x􀎯(a ００􀎯＋b ０１􀎯＋

c １０􀎯＋d １１􀎯),
经过４步量子游走该量子态会依次演化为

ϕ(１)􀎯＝
１
２N ∑

N－１

x＝０
x􀎯((a＋c)００􀎯＋

(b＋d)０１􀎯＋(a－c)１０􀎯＋(b－d)１１􀎯),

ϕ(２)􀎯＝
１

２ N ∑
N－１

x＝０
x􀎯((a＋b＋c＋d)００􀎯＋

(a－b＋c－d)０１􀎯＋(a＋b－c－d)１０􀎯＋
(a－b－c＋d)１１􀎯),

ϕ(３)􀎯＝
１
２N ∑

N－１

x＝０
x􀎯((a＋b)００􀎯＋

(a－b)０１􀎯＋(c＋d)１０􀎯＋(c－d)１１􀎯),

ϕ(４)􀎯＝
１
N ∑

N－１

x＝０
x􀎯(a ００􀎯＋b ０１􀎯＋

c １０􀎯＋d １１􀎯)．
　　由以上具体的演化过程,我们可以直接发现量

子游走是具有周期性的且周期是４．
同时对于圆上的任意一点x,根据初态的归一

性,即|a|２＋|b|２＋|c|２＋|d|２＝１,我们可以直接

计算得出P(x,０)＝P(x,１)＝P(x,２)＝P(x,３)＝
１
N．结合该量子游走演化过程是以４为周期的这一

性质,我们可以知道在任一时刻t,粒子处于位置x

的概率P(x,t)均为１
N．其中,t＝０,１,􀆺;x＝０,１,

􀆺,N－１．
根据量子相干的定义,通过计算可知量子游走

之后的量子态在整个空间的量子相干依次为

C(ρ０)＝∑
x≠x′

１
N

(a ２＋ b ２＋ c ２＋ d ２)＋

∑
x,x′

１
N

(a (b ＋ c ＋ d )＋ b (a ＋

c ＋ d )＋ c (a ＋ b ＋ d )＋
d (a ＋ b ＋ c ))＝N －１＋
２N(ab ＋ ac ＋ ad ＋ bc ＋

bd ＋ cd )＝(２(ab ＋ ac ＋ ad ＋
bc ＋ bd ＋ cd )＋１)N －１,

C(ρ１)＝∑
x≠x′

１
２N

(a＋c ２＋ b＋d ２＋

a－c ２＋ b－d ２)＋

∑
x,x′

１
２N

(a＋c (b＋d ＋ a－c ＋

b－d )＋ b＋d (a＋c ＋ a－c ＋
b－d )＋ a－c (a＋c ＋ b＋d ＋
b－d )＋ b－d (a＋c ＋ b＋d ＋
a－c ))＝N(１＋ (a＋c)(b＋d)＋
(a＋c)(a－c)＋ (a＋c)(b－d)＋
(b＋d)(a－c)＋ (b＋d)(b－d)＋

(a－c)(b－d))－１,

C(ρ２)＝∑
x≠x′

１
４N

(a＋b＋c＋d ２＋

a－b＋c－d ２＋ a＋b－c－d ２＋
a－b－c＋d ２)＋

∑
x,x′

２
４N

((a＋b＋c＋d)(a－b＋c－d)＋

(a＋b＋c＋d)(a＋b－c－d)＋
(a＋b＋c＋d)(a－b－c＋d)＋
(a－b＋c－d)(a＋b－c－d)＋
(a－b＋c－d)(a－b－c＋d)＋

(a＋b－c－d)(a－b－c＋d))＝N －１＋
N
２

((a＋b＋c＋d)(a－b＋c－d)＋

(a＋b＋c＋d)(a＋b－c－d)＋
(a＋b＋c＋d)(a－b－c＋d)＋
(a－b＋c－d)(a＋b－c－d)＋
(a－b＋c－d)(a－b－c＋d)＋
(a＋b－c－d)(a－b－c＋d)),
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C(ρ３)＝∑
x≠x′

１
２N

(a＋b ２＋ a－b ２＋

c＋d ２＋ c－d ２)＋

∑
x,x′

１
２N

(a＋b (a－b ＋ c＋d ＋

c－d )＋ a－b (a＋b ＋ c＋d ＋
c－d )＋ c＋d (a＋b ＋ a－b ＋
c－d )＋ c－d (a＋b ＋ a－b ＋

c＋d ))＝N －１＋N((a＋b)(a－b)＋
(a＋b)(c＋d)＋ (a＋b)(c－d)＋
(a－b)(c＋d)＋ (a－b)(c－d)＋

(c＋d)(c－d))．
结合周期性可知,该定理的结论(２)成立．

　　量子游走之后的量子态在位置空间的量子相干为

C(ρ′０)＝∑
x≠x′

１
N

(a ２＋ b ２＋

c ２＋ d ２)＝N －１,

C(ρ′１)＝∑
x≠x′

１
２N

(a＋c ２＋ b＋d ２＋

a－c ２＋ b－d ２)＝N －１,

C(ρ′２)＝∑
x≠x′

１
４N

(a＋b＋c＋d ２＋

a－b＋c－d ２＋ a＋b－c－d ２＋
a－b－c＋d ２)＝N －１,

C(ρ′３)＝∑
x≠x′

１
２N

(a＋b ２＋ a－b ２＋

c＋d ２＋ c－d ２)＝N －１．
　　结合周期性可知,经过t步量子游走之后的量

子态|ϕ(t)􀎯在位置子空间的量子相干为N－１．
证毕．

注１．定理１中初态的选择只要求位置子空间

上是均衡叠加态,而对两硬币态并没有任何限制,可
以是可分态也可以是纠缠态．即两硬币量子态的选

取对于量子游走演化的周期和概率分布并没有影

响．其中,由于均衡叠加状态本身体现的无偏性,在
量子游走搜索问题中它经常被选为量子游走的初

态．特别地,当量子游走的初态为全空间的均衡叠加

态,即

ϕ(０)􀎯＝
１
４N ∑

x,c１,c２

x,c１,c２􀎯＝

１
４N ∑

N－１

x＝０
x􀎯(００􀎯＋ ０１􀎯＋ １０􀎯＋ １１􀎯),

整个演化过程的周期为４,且在任一时刻t,粒子处

于位置x 的概率P(x,t)均为１
N．其中,t＝０,１,􀆺;

x＝０,１,􀆺,N－１．经过t步量子游走之后的量子态

|ϕ(t)􀎯在整个空间的量子相干为

C(ρt)＝
２N－１,t＝４k＋１,４k＋３
４N－１,t＝４k
N－１,t＝４k＋２,

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中k＝０,１,􀆺,在位置子空间的量子相干为N－１．
注２．事实上,关于在一维 NＧcircle上单硬币

量子游走 的 量 子 相 干 演 化[３８],若 硬 币 算 子 选 为

Hadamard算子且初态为均衡叠加量子态时,整个

演化过程也是具有周期性的且周期为２,位置空间

的量子相干一直恒为 N－１．结合注１的分析,我们

可知对于在圆上的量子游走,只要使用 Hadamard
算子为硬币算子且选取全空间的均衡叠加态为初

态,那么整个演化过程就会具有周期性,这并不依赖

于硬币的个数;但是周期会依赖于硬币个数,即在一

维圆上的k硬币量子游走的周期为２k．
２．２　含参coin的量子相干性

在２．１节,我们讨论了当２个硬币算子均为固

定的 Hadamard阵时,两硬币子空间的初态的任意

选择在演化过程中对量子相干的影响．这里,我们假

定量子初态为均衡叠加态

ϕ(０)􀎯＝
１
４N ∑

x,c１,c２

x,c１,c２􀎯＝

１
４N ∑

N－１

x＝０
x􀎯(００􀎯＋ ０１􀎯＋ １０􀎯＋ １１􀎯),

下面来考虑硬币算子的选取对量子相干性带来的影

响．为书写简便,我们假定硬币算子C１＝
a c
b d
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

C２＝
m s
n t

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,这里的参数是满足矩阵为酉阵这一条

件的任一复数．那么,在两硬币量子游走下量子态演

化为

ϕ(１)􀎯＝
１
４N ∑

N－１

x＝０
x􀎯((a＋c)００􀎯＋

(a＋c)０１􀎯＋(b＋d)１０􀎯＋(b＋d)１１􀎯),

ϕ(２)􀎯＝
１
４N ∑

N－１

x＝０
x􀎯((a＋c)(m＋s)００􀎯＋

(a＋c)(n＋t)０１􀎯＋(b＋d)(m＋s)１０􀎯＋
(b＋d)(n＋t)１１􀎯),

ϕ(３)􀎯＝
１
４N ∑

N－１

x＝０
x􀎯(((a＋c)a＋

(b＋d)c)(m＋s)００􀎯＋((a＋c)a＋
(b＋d)c)(n＋t)０１􀎯＋((a＋c)b＋
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(b＋d)d)(m＋s)１０􀎯＋((a＋c)b＋
(b＋d)d)(n＋t)１１􀎯),

可以发现该演化过程是十分有规律的．我们记:

ϕ(t)􀎯＝
１
４N ∑

N－１

x＝０
x􀎯 􀱋 pt􀎯 􀱋 qt􀎯,

其中

pt􀎯＝p(０)
t ０􀎯＋p(１)

t １􀎯＝(p(０)
t ,p(１)

t )T

且

qt􀎯＝q(０)
t ０􀎯＋q(１)

t １􀎯＝(q(０)
t ,q(１)

t )T,

T为转置符号,另记

e１􀎯＝(a,c)T,e２􀎯＝(b,d)T,g􀎯＝(１,１)T,

f１􀎯＝(m,s)T,f２􀎯＝(n,t)T,
并规定(a,c)T􀳱(b,d)T＝ab＋cd,不难通过数学归

纳法得知(k＝１,２,􀆺):

p２k－１􀎯􀱋 q２k－１􀎯＝(e１􀎯􀳱p２k－２􀎯,e２􀎯􀳱
p２k－２􀎯)T􀱋 q２k－２􀎯 p２k􀎯􀱋 q２k􀎯＝

p２k－１􀎯􀱋(f１􀎯􀳱q２k－１􀎯,f２􀎯􀳱q２k－１)T．
根据１．３节给出的量子相干公式,可以计算出

该演化过程中时刻t全空间和位置子空间的量子相

干分别为

C(ρt)＝∑
x≠x′

∑
(c１,c２)＝(c′１,c′２)

fx,c１,c２
(t)f∗

x′,c′１,c′２
(t)＋

∑
x,x′

∑
(c１,c２)≠(c′１,c′２)

fx,c１,c２
(t)f∗

x′,c′１,c′２
(t)＝

１
４N

[N(N－１)|pt􀎯􀱋|qt􀎯 ２
２＋

N２(|p１􀎯 ２
１× |q１􀎯 ２

１－ |pt􀎯􀱋|qt􀎯 ２
２)]＝

１
４

(N |p１􀎯 ２
１× |q１􀎯 ２

１－ |pt􀎯􀱋|qt􀎯 ２
２),

C(ρ′t)＝∑
x≠x′

∑
c１,c２

fx,c１,c２
(t)f∗

x′,c１,c２
(t)＝

１
４NN(N－１)|pt􀎯􀱋|qt􀎯 ２

２＝

N－１
４ |pt􀎯 ２

２× |qt􀎯 ２
２．

特别地,若硬币算子为行和相同的二阶酉矩阵,

像形如eiθ r i １－r２

i １－r２ r

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ 的酉算子,其中r∈

[０,１]且θ∈[０,２π],不妨记２个硬币算子C１ 和C２

的行和分别为复数i和j,则同样利用数学归纳法可

知:对于k＝１,２,􀆺,有

|p２k－１􀎯 １＝２|ik|,

|p２k－１􀎯 ２＝ ２|ik|２ ,

|q２k－１􀎯 １＝２|jk－１|,

|q２k－１􀎯 ２＝ ２|jk－１|２ ;

|p２k􀎯 １＝２|ik|,|p２k􀎯 ２＝ ２|ik|２ ,

|q２k􀎯 １＝２|jk|,|q２k􀎯 ２＝ ２|jk|２ ;
从而,时刻t全空间和位置子空间的量子相干分别为

C(ρt)＝(４N－１)i
t
２|２|j

t
２ ２,

C(ρ′t)＝(N－１)i
t
２|２|j

t
２ ２．

　　此时量子相干仅依赖于２个硬币算子的行和,
且呈正相关的关系．此外,全空间的量子相干和位置

子空间的量子相干这二者的比值固定,严格取决于

一维圆的顶点个数．
２．３　完美状态转移协议中的量子相干

量子游走可以用来实现量子通讯,比如完美状

态转移,即将量子态从一点转移至另一点且保真度

为１．文献[３９]提出了用单硬币量子游走模型实现在

含偶数个点的一维圆上将量子态从一点完美传输到

对点的通讯协议．基于此,我们利用两硬币量子游走

模型在任意NＧcircle上可完美传输量子态至圆上的

任意位置[１０],这大大改善了文献[３９]中完美状态转

移协议的局限性．下面我们来分析这２种方案里状

态完美转移过程中量子相干的变化．假定要传输的

量子态为α|０􀎯＋β|１􀎯,其中复数α和β满足|α|２＋
|β|２＝１．

文献[１０]提出的在NＧcircle上完美状态转移的

方案所用的硬币算子依赖于步数,其中至多有２步

会用到Pauli阵X,其余步数均选取单位阵I 为硬

币算子．由１．３节中量子相干的式(１)可知,用来实

现完美状态转移的t步量子游走内,全空间的量子

相干一直恒为２|αβ|,在位置空间的量子相干为０．
文献[３９]使用单硬币量子游走来实现完美状态

转移,该模型的量子相干演化在文献[３８]中已经有

所探讨．文献[３９]具体是从硬币算子的角度出发研

究了２种情况,其中任意二阶酉算子可以写为

C(λ,θ,φ)＝
λ １－λeiθ

１－λeiφ － λei(θ＋φ)

æ

è

çç

ö

ø

÷÷．

第１种情况是研究了λ≠１的硬币算子在特定

圆上的完美状态转移,比如在４Ｇcircle上进行４步硬

币算子为C １
２

,π,０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 的单硬币量子游走,只需一个

简单的矫正算子就可以使得量子态α|０􀎯＋β|１􀎯从
位置x＝１传到目标位置x＝３．那么根据量子相干

的定义可知,在这４步量子游走中,全空间的量子相

干具体演化为

C(ρ０)＝２|αβ|,

C(ρ１)＝|α＋β|×|α－β|,
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C(ρ２)＝２|α＋β|×|α－β|＋
|α＋β|２＋|α－β|２

２
,

C(ρ３)＝４|αβ|＋１,

C(ρ４)＝C(ρ０)＝２|αβ|．
　　在位置空间的量子相干为

C(ρ′０)＝C(ρ′１)＝０,

C(ρ′２)＝|Im(α＋β)∗ ×(α－β)|,

C(ρ′３)＝C(ρ′４)＝０．
第２种情况研究了使用λ＝１的硬币算子进行

N
２

步量子游走来实现在 NＧcircle上的完美状态转

移,其中N 为偶数且θ,φ≠０．同样地,根据量子相干

的定义可知在这N
２

步量子游走过程中,全空间的量

子相干一直恒为２|αβ|,在位置空间的量子相干为０．
这与我们文献[１０]使用两硬币量子游走来实现完美

状态转移过程中量子相干的演变规律是相同的．
根据以上情形的量子相干对比分析,我们可以

看出在利用量子游走来实现完美状态转移的过程

中,硬币算子的选取是会直接影响到量子相干的．具
体来说,如果硬币算子是对角或反对角形式的,即将

一个基态映射到另一个基态上去的(计算基),那么

量子相干在演化过程中会保持不变,恒为定值．否
则,若硬币算子将一个基态映射到一些基态的叠加

态上(计算基),比如无偏的 Hadamard算子等,此时

量子相干在量子游走过程中不会保持不变,而是会

依赖于量子游走的步数,随时间变化而变化．

３　模型等价性及在隐形传输上的应用

对于由２枚硬币控制的量子游走,我们在１．１
节和１．２节分别介绍了２种模型．这里不考虑初态的

选取,二者最主要的区别就是硬币算子的作用方式．
模型１是通过２枚硬币交替作用,每一步仅有一枚

硬币算子在起作用,经过这枚硬币的翻转作用后游

走者依据硬币的当前状态进行移动(向前或向后移

动一个单位);模型２是２枚硬币在每一步游走中均

起作用,基于此,游走者向前移动、向后移动一个单

位或者保持不动．在本节中,我们将说明这２种模型

在一定意义下是等价的,并给出量子相干的比较和

具体的应用来详细说明这一点．
对于两硬币量子游走,在奇数步和偶数步量子

游走的酉算子分别是U１ 和U２,因此每２步量子游

走对应的演化为

􀭾U＝U２U１＝(∑
N－１

x＝０

(x＋２)modN􀎯􀎮x 􀱋

００􀎯􀎮００ ＋∑
N－１

x＝０
x􀎯􀎮x 􀱋 ０１􀎯􀎮０１ ＋

∑
N－１

x＝０
x􀎯􀎮x 􀱋 １０􀎯􀎮１０ ＋∑

N－１

x＝０

(x－２)mod

N􀎯􀎮x 􀱋 １１􀎯􀎮１１ )􀅰(IN 􀱋C１ 􀱋C２),
即每２步量子游走,２枚硬币均起作用,且游走者依

据经硬币翻转操作之后的量子态向前、向后移动

２个单位或者保持不动．而对于两纠缠硬币量子游

走具体形式已在１．２节由酉算子V 给出,可以直接

看出,每２步两硬币量子游走相当于一步两纠缠硬

币量子游走,差别仅仅是在游走者发生移动的前提

下二者相差一个单位．在这个意义下,从量子游走酉

算子的角度来看,这２个模型是等价的．
下面,我们从量子相干的角度与注１中的结果

进行对比来说明２种模型就上面指出的不同之处所

造成的影响．同样地,当量子游走的初态为全空间的

均衡叠加态时,即

ϕ(０)􀎯＝
１
４N ∑

x,c１,c２

x,c１,c２􀎯＝

１
４N ∑

N－１

x＝０
x􀎯(００􀎯＋ ０１􀎯＋ １０􀎯＋ １１􀎯),

在两纠缠硬币量子游走下(C１＝C２＝H),量子态演

化依次为

ϕ(１)􀎯＝
１
N ∑

N－１

x＝０
x,０,０􀎯,

ϕ(２)􀎯＝ ϕ(０)􀎯＝
１
４N ∑

x,c１,c２

x,c１,c２􀎯．

　　从而,整个演化过程的周期为２,且在任一时刻

t,粒子处于位置x 的概率P(x,t)均为１
N．其中,t＝

０,１,􀆺;x＝０,１,􀆺,N－１．经过t步量子游走之后

的量子态|ϕ(t)􀎯在整个空间的量子相干为

C(ρt)＝
４N－１,t＝２k
N－１,t＝２k＋１{ ,

其中k＝０,１,􀆺．在位置子空间的量子相干为 N－
１．事实上,该演化过程的周期性和全空间量子相干

与注１结果的区别是因为这２种量子游走模型(􀭾U
和V)移动时相差一个单位．

我们接下来通过量子游走实现隐形状态传输[９]

这一应用来说明二者的这种等价性．我们以在４Ｇ
circle上对单量子比特隐形传输为例．在该协议中,
量子初态为|ϕ(０)􀎯＝|０􀎯(a|０􀎯＋b|１􀎯)|０􀎯,经过
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２步量子游走,分别选取C１＝I和C２＝H,量子态演

化为

|ϕ(２)􀎯＝
１
２

[|０􀎯|＋􀎯(a|１􀎯＋b|０􀎯)＋

|０􀎯|－􀎯(a|１􀎯－b|０􀎯)＋|２􀎯|＋􀎯(a|０􀎯＋b|１􀎯)＋
|２􀎯|－􀎯(a|０􀎯－b|１􀎯)],

其中|＋􀎯＝
|０􀎯＋|１􀎯

２
且|－􀎯＝

|０􀎯－|１􀎯

２
．接下来只

需对位置空间和第１个硬币空间分别选取测量基

{|０􀎯,|１􀎯,|２􀎯,|３􀎯}和{|＋􀎯,|－􀎯}来测量,再根据

测量结果用相应的矫正算子来矫正就可以完成状态

的隐形传输．
事实上,基于２种量子游走模型的等价性,对于

同样的初态,利用两纠缠硬币量子游走模型同样可

以实现隐形状态传输．具体如下:选取硬币算子为

C＝C１􀱋C２＝I􀱋H,只需一步量子游走(V),就可以

得到量子态:

１
２２

[|１
~􀎯|＋􀎯(a|０􀎯＋b|１􀎯)＋

|１
~􀎯|－􀎯(a|０􀎯－b|１􀎯)＋|３

~􀎯|＋􀎯(a|０􀎯－b|１􀎯)＋

|３
~􀎯|－􀎯(a|０􀎯＋b|１􀎯)＋|０􀎯|＋􀎯(a|１􀎯＋b|０􀎯)＋

|０􀎯|－􀎯(a|１􀎯－b|０􀎯)],

其中|１
~􀎯＝

|１􀎯＋|３􀎯

２
且|３

~􀎯＝
|１􀎯－|３􀎯

２
．然后对位置

空间和第１个硬币空间分别选取测量基{|０􀎯,|１
~􀎯,

|２􀎯,|３
~􀎯}和{|＋􀎯,|－􀎯}来进行测量,再通过合适的

矫正算子进行矫正即可．因此,基于量子游走模型的

等价性,可以启发我们设计出更加简单高效的量子

通讯协议．

４　结　　论

量子游走是经典随机游走的量子对应物,由于

它在量子计算领域的广泛应用,其本身的性质研究

也备受关注．本文针对一维圆上的两硬币量子游走

的量子相干进行了分析．我们具体地讨论了初始量

子态和硬币算子的选取对量子相干的影响,以及它

在量子通讯协议———完美状态转移———中的演变．
另外,我们也探讨了２种两硬币量子游走模型之间

的等价性,并基于此阐述了其在量子隐形传输中的

作用．我们这里仅探讨了量子游走过程中量子相干

性质的变化如何受影响,反之,量子相干的变化如何

影响量子游走的各种性质是未来值得探索的问题．

进一步,它在量子计算或量子密码中的作用也值得

探索[４０]．
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