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Abstract　Subspacelearningisanimportantresearchdirectioninthefieldofmachinelearning．In
ordertoreducethecomplexityofsubspacelearning,Caietal．proposedaspectralregression
dimensionalityreductionframework,andproposedefficientspectralregressionforsubspacelearning
thatconstructedtheirgraphbyincorporatingthelabelinformation．Inrecentyears,thedevelopment
ofquantumcomputinghasmadeitpossibletofurtherreducethecomplexityofsubspacelearning
algorithms．Mengetal．pioneeredthequantumalgorithmforspectralregression(MYXZalgorithm)．
Inthisarticle,thelimitationsofthe MYXZalgorithmarepointedout．WepointoutthatMYXZ
algorithmusessparse Hamiltoniansimulationtechnologytoprocessthe matrixgeneratedbythe
weightmatrix,butthismatrixisadensematrixinsomecases．Inresponsetothissituation,we
proposeanimprovedquantumspectralregressionalgorithm．Ourimprovedalgorithmusesquantum
singularvalueestimationtechnology,whichhasapolynomialaccelerationcompared with MYXZ
algorithmwhendealingwithdensematrices．Inaddition,weproposeanewquantumalgorithmto
acceleratetheclassicalefficientspectralregression．Theproblemsthatournewalgorithmcanhandle
cannotbehandledbyMYXZalgorithm．Ouralgorithmutilizesquantumridgeregressionandquantum
matrixvectormultiplicationtechnology．Underthesameparameterconditions,ouralgorithm has
polynomialaccelerationeffectcomparedwiththeclassicalalgorithm．
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摘　要　子空间学习是机器学习领域的重要研究方向．为了降低子空间学习的复杂度,Cai等人提出了谱

回归降维框架,并针对结合标签构造对应图的子空间学习提出了高效谱回归．近年来,量子计算的发展

使进一步降低子空间学习算法的复杂度成为了可能．Meng等人率先提出了量子谱回归算法(MYXZ算

法)．MYXZ算法用了稀疏哈密顿量模拟技术来处理由权重矩阵生成的矩阵,但这个矩阵在较多的情况



下是稠密矩阵．针对这种情况,指出了 MYXZ算法的局限性,提出了一个改进的量子谱回归算法．改进

算法采用了量子奇异值估计技术,在处理稠密矩阵时相对 MYXZ算法有多项式加速．另外,提出了一个

新的量子算法,对经典的高效谱回归进行加速．新算法能处理的这类问题是 MYXZ算法无法处理的．
新算法利用了量子岭回归和量子矩阵向量乘技术,在相同的参数条件下相对经典算法具有多项式加速

效果．

关键词　量子算法;量子机器学习;谱回归;子空间学习;稠密矩阵

中图法分类号　O４１３

　　量子计算展示了其相对经典计算的强大优

势[１Ｇ２]．在处理特定的问题时,如大数质因数分解[３]、
无结构数据搜索[４]、稀疏线性方程组求解[５]和低秩

矩阵主成分分析[６],采用量子计算的方式具有比经

典计算方式低得多的复杂度．近年来,一些研究人员

将量子强大的计算能力用在处理经典计算机上具有

较高复杂度的机器学习问题,取得了一系列成果,包
括量子回归算法[７]、量子支持向量机[８]、量子生成对

抗网络[９Ｇ１０]、量子神经网络和量子数据挖掘[１１]等．
子空间学习是机器学习的重要部分．现实世界

的数据大多数是以高维的形式出现,而决定计算任

务———例如分类和回归———结果的有效维度往往很

低．由于直接处理高维数据不仅需要消耗大量计算

资源,还会导致维数灾难(thecurseofdimensionality)
问题,因此子空间学习被提出,用来把数据集从高维

降到低维,同时保持数据潜在的结构．人脸识别的结

果表明,通过子空间学习进行降维,可以显著地提高

算法的性能[１２]．尽管子空间学习可以部分解决高维

数据的学习问题,但子空间学习本身通常也需要很

高的复杂度,因此如何降低子空间学习的复杂度是

一个很有实际意义的问题．一个自然而然的想法是

将量子计算应用于子空间学习,以达到更低的算法

复杂度．
常用 的 子 空 间 学 习 算 法 包 括 主 成 分 分 析

(principalcomponentsanalysis,PCA)[１３]、线性判

别分析(lineardiscriminantanalysis,LDA)[１４]、局
部保持投影(localitypreservingprojections,LPP)[１２]

和邻域保持嵌入(neighborhoodpreservingembedding,

NPE)[１５]等．子空间学习算法如LDA,LPP和 NPE,
通常需要进行稠密矩阵的特征分解,这往往需要消

耗较高的计算资源．为了降低计算资源,２００７年 Cai
等人[１６]提出了谱回归降维框架,该框架包含了很多

现有的子空间学习算法,如LDA,LPP和NPE．在同

一篇文章中,针对结合标签信息来构造对应图的子

空间学习,Cai等人提出了高效谱回归．Cai等人提

出可利用权重矩阵的特殊结构,结合格拉姆 施密特

正交化来得到稠密矩阵的特征向量,而不需要对稠

密矩阵进行特征分解,从而把复杂度从维数的立方

降低为维数的一次方．另外,因为引入了线性回归,
所以谱回归中也可以很自然地加入正则化参数,使
得算法可用于数据矩阵是病态矩阵的情况．

在量子领域,Lloyd等人[６]率先提出了量子主

成分分析算法(quantumprincipalcomponentanalysis
algorithm,QPCA),算法相对经典算法具有指数加

速效果．需要指出的是,尽管该算法被称为 QPCA
算法,但实际上如果要维持量子算法的加速效果,该
算法只能用来得到低秩(或者近似低秩)矩阵的较大

的特征值,以及以量子态形式得到对应的特征向量;
另外,如果矩阵有重特征值,那么我们无法通过量子

主成分分析得到重特征值对应的一组特征向量,而
只能得到特征向量的叠加态．随后,Yu等人基于量

子PCA算法,提出了量子PCA降维算法,当降维后

数据的维数为训练数据维数的对数时,他们的量子

算法相对经典算法实现了指数级的加速[１７]．Cong等

人实现了量子 LDA 算法,与经典算法相比有指数

级的加速效果[１８]．Meng等人基于谱回归降维框

架[１６],首次提出了正则化子空间学习的量子谱回归

算法(MYXZ算法,以作者姓名首字母命名),并在

降维数据的项数 m 和数据的特征数n 满足m＝
O(lbn)时,算法具有多项式加速效果[１９]．尽管如此,

MYXZ算法仍然存在有待改进的地方．首先,MYXZ
算法在算法的第一步,即求一般特征值问题时用了

稀疏哈密顿量模拟,当处理的矩阵是稀疏矩阵时,算
法具有良好的加速效果,但实际应用中存在很多矩

阵不稀疏的例子,例如 LDA,此时用稀疏哈密顿量

模拟没有加速效果．其次,如果算法第一步的解中有

相同的特征值,也会导致 MYXZ算法无法得到相应

的特征向量(只能得到特征向量的叠加态)而导致后

续步骤出错．最后,MYXZ 算法的加速基于假 设
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m＝O(lbn),其中m 为数据的项数,n 为数据的特

征数．因为谱回归的原始文献[１６]的重点在于把算

法复杂度中的因子m３ 降至m,而对于m＝O(lbn)
的情况,谱回归本身只有很小的加速效果,因此我们

认为m＝O(n)是更符合实际情况的假设．
本文首先对 MYXZ算法进行了细致分析,并指

出了算法的局限性．然后,我们提出了一个改进算

法,该算法采用了量子奇异值估计技术(quantum
singularvalueestimation,QSVE)[２０],而不是稀疏

量子主成分分析来求解一般特征值问题,在处理稠

密矩阵特征值问题时,QSVE具有更低的复杂度．当

m＝O(n)时,我们的改进算法相对经典算法有多项

式加速效果;当算法的第１步涉及的矩阵是稠密矩

阵时,我们的改进算法相对 MYXZ算法有多项式加

速效果．其次,针对结合标签信息来构造对应图的子

空间学习算法,例如 LDA 和带标签的 LPP,NPE,
我们提出了相应的量子算法．我们把文献[１６]中提

出的高效算法中复杂度较高的岭回归部分设计成量

子算法,并行得到多个岭回归结果;而复杂度较低的

部分(即格拉姆施密特正交化)仍然采用原算法实

现．这样做的好处在于既规避了稠密矩阵特征分解

的问题,也利用了量子的加速效果．另外,为了算法

的完整性,我们给出了对新输入数据进行降维的实

现方式．当m＝O(n)时,我们的算法相对经典的高

效谱回归算法具有多项式加速效果．

１　正则化子空间学习的谱回归

在本节中,我们将对正则化子空间学习的谱回

归进行回顾,并介绍其复杂度．
１．１　谱回归

假设有m 张人脸图像,表示为{xi}m
i＝１∈RRn,令

X＝(x１,x２,􀆺,xm)．我们要做的是对这些图像数据

进行降维处理,降维后数据矩阵表示为Y＝(y１,

y２,􀆺,ym)．为了对新输入数据进行降维,以及对测

试集的数据进行检验,通常需要输出降维矩阵A,对
新输入数据x,降维后数据记为yx＝ATx．

令G 表示由m 个顶点构成的图,每个顶点对应

一张人脸图像即xi,W 为一个m×m 的权重矩阵,
其元素表示图G 中顶点i和顶点j 之间的权重．谱
回归是一个降维算法的框架,通过W 矩阵的不同选

取方式,能得到不同的降维算法,如线性判别分析、局
部保持投影和邻域保持嵌入．谱回归的提出是为了

避免降维算法中复杂度较高的稠密矩阵特征分解．

谱回归主要包含３个步骤:

１)求解最大特征向量问题

Wy＝λDy, (１)

其中,D 为对角矩阵,Dii＝∑
m

j＝１
Wij．得到最大的c－

１个特征值对应的特征向量y(１),y(２),􀆺,y(c－１),c
为类别个数．

２)求解c－１个最小二乘问题

ai＝argmin
ai

∑
m

j＝１

(aT
ixj －y(i)

j )２, (２)

其中,y(i)
j 表示向量y(i)的第j个元素,i∈{１,２,􀆺,

c－１}．
３)对新数据x 进行降维,令A＝(a１,a２,􀆺,

ac),则降维后的坐标为

yx＝ATx．
当样本数m 小于特征数n 时,优化问题(２)是

病态的,一种常见的做法是采用岭回归的方式,引入

正则化参数α,即求解优化问题:

ai＝argmin
ai

∑
m

j＝１

(aT
ixj －y(i)

j )２＋αa２
i,

此时ai 的解析解为

ai＝(XXT＋αI)－１Xy(i)．
引入正则化参数的谱回归被称为正则化子空间

学习的谱回归．
在文献[１６]中,作者提出一种高效的谱回归求

解方法．对于结合标签信息来构造对应图的降维算

法,如LDA 以及有监督的 LPP和 NPE,其最大特

征向量问题(即式(１))的求解是平凡的．不妨假设数

据是按标签信息排列的,则

W＝

W(１) ０ 􀆺 ０
０ W(２) 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

０ ０ 􀆺 W(c)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,

其中W(t)是mt×mt 的矩阵,mt 为第t个类别的样

本数,此时可以直接给出式(１)的最大特征值１对应

的c个特征向量,即

y(i)＝[０,􀆺０
︸

∫
i－１

j＝１
mj个

,１,􀆺,１
︸

mi个

,０,􀆺０
︸

∫
c

j＝i＋１
mj个

]．

另外,显然全１向量１＝(１,１,􀆺,１)T 也是式(１)
中最大特征值１对应的特征向量．因为对所有的W,

１都是式(１)中特征值１对应的特征向量,因此１并

不包含关于问题的任何信息．为了去除和１相关的

冗余信息,文献[１６]中提出的方法是取１为第１个

正交向量,其余c－１个特征向量由y(i)通过格拉姆
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施密特正交化得到．最后去掉１,就得到了我们想要

的c－１个相互正交的特征向量,也即式(１)的解．
１．２　谱回归的复杂度

根据文献[１６]中的算法,回归算法的第１步的

复杂度主要来源于格拉姆 施密特正交化,复杂度为

mc２－
１
３c３;第２步做c－１次岭回归的复杂度为

s(c－１)(２mn＋３m＋５n),其中s为迭代次数,岭回

归的收敛很快,因此s通常取值较小;第３步矩阵向

量乘法的复杂度为 O(cn)．因此总算法复杂度为

O(c２m＋cmns)．

２　正则化子空间学习的量子谱回归

本节将对正则化子空间学习的量子谱回归进行

回顾,并对算法进行分析,给出算法复杂度．
２．１　量子谱回归

２０１９年,Meng等人提出了正则化子空间学习

的量子谱回归算法[１９](MYXZ算法)．该算法没有利

用文献[１６]中的核心思想,即对于结合标签信息来

构造对应图的降维算法,其最大特征向量问题的求

解(式(１))是平凡的,而是直接用量子主成分分析[６]

的方式来对矩阵进行特征分解．
MYXZ算法主要包含２个步骤:

１)用稀疏矩阵量子主成分分析和量子矩阵向

量乘法来求式(１)的解y(１),y(２),􀆺,y(c－１)．
MYXZ算法假设矩阵􀭺L＝D－１∕２WD１∕２＋Im 事

先被存储在一个树状的量子存储器(QRAM)中,其
中Im 为m×m 的矩阵．用量子算法(即量子主成分

分析)求最大特征向量问题:
􀭺Ly－＝(λ＋１)y－,

得到的c－１个最大特征值对应的特征向量(量子

态形式)表示为|y－(１)􀎯,|y－(２)􀎯,􀆺,|y－(c－１)􀎯,则式(１)
的解|y(i)􀎯＝D１∕２|y－(i)􀎯可通过量子矩阵向量乘法

得到[５]．
２)用量子算法求

ai＝(XXT＋αI)－１Xy(i)．
MYXZ算法假设矩阵X 事先存储在一个树状

的 QRAM 中,基于量子稠密线性方程组求解技

术[１６],设计出量子稠密矩阵岭回归技术,可直接用

于求ai．
MYXZ算法没有考虑算法的第３步,也即针对

一个新输入的数据x,输出其降维后坐标yx＝Ax．

２．２　算法分析

本节将结合文献[１９]中的假设,对算法及其复

杂度进行分析．
文献[１９]认为矩阵􀭺L 是稀疏矩阵,其稀疏度用

sL 表示．第１步的量子主成分分析中量子模拟部分

采用的是稀疏哈密顿量模拟的方式．稀疏哈密顿量

模拟的复杂度为􀭾O[lb(m)ts４
L](􀭾O 表示一些增长慢

的项被省略掉了)[５]．注意到,矩阵􀭺L 通常不是低秩

矩阵,所以在量子主成分分析测量时,测量一次得到

最大的c个特征值中的一个的概率为c
m

(需要指出

的是,文献[１９]并没有考虑测量的概率,导致算出来

的复杂度比实际的复杂度低),引入幅度放大,量子

主成分分析的复杂度为􀭾O cms４
L

ε polylb(m)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(我

们用polylb(m)来表示 poly(lbm),以简化符号．

polylb(m)来源于对量子态|􀭺L􀎯 ＝
１
􀭺L F

∑
ij

􀭺Lij i􀎯

j􀎯 的 制 备),算 法 的 输 出 为 y－(１)􀎯,y－(２)􀎯,􀆺,

y－(c－１)􀎯．
文献[１９]没有明确给出D１∕２|y－(i)􀎯的量子算法

及其复杂度,尽管看起来这部分算法很直接,且复杂

度低于量子主成分分析部分,为了完整性,我们给出

具体的算法并分析其复杂度．类似于矩阵􀭺L 的存储

假设,我们假设D 的元素是存储在 QRAM 中的．因
为D 是对角矩阵,且要得到􀭺L,需要先得到D,因此

这个假设比矩阵􀭵L 的假设弱．此时输入 y－(i)􀎯＝

∑
m

j＝１
y－(i)

j j􀎯,直 接 调 用 QRAM 查 询 (复 杂 度 为

O(lbm))可得量子态 ∑
m

j＝１
y－(i)

j j􀎯 Djj􀎯．通过受控旋

转[５](复杂度可忽略)和测量(平均测量次数为O(κD),
其中κD 为矩阵D 的条件数,即最大特征值和最小特

征值的比值．通过幅度放大,调用 QRAM 查询的次数

降低为O(κ１∕２
D )),可得量子态 ∑

m

j＝１
D１∕２

jjy－
(i)
j j􀎯 Djj􀎯,

再次调用 QRAM 对第２量子寄存器进行逆运算,

可得D１∕２|y－(i)􀎯＝∑
m

j＝１
D１∕２

jjy－(i)
j j􀎯．因此矩阵向量乘

法的复杂度为O(κ１∕２
D lbm)．在实际问题中,κD 通常

取值较小,因此这个复杂度相对于量子主成分分析

部分是可以忽略的．

综上,算法的第１步总复杂度为O cms４
L

ε lbm
æ

è
ç

ö

ø
÷．
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算法的第２步对稠密线性方程组技术进行了推广,
应用 于 岭 回 归 求 解,这 一 步 的 算 法 的 复 杂 度 为

O c mκ２

ε polylb(m＋n)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,其中κ为矩阵X 的条件

数．因此算法的总复杂度为

O cms４
L

ε polylb(m)＋
c mκ２

ε polylb(m＋n)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú．

作为对比,经典算法的复杂度为O(c２m＋cmns)．

当m＝O(lbn),１
ε＝O(lbmn),κ＝O(lbmn),因为

c≪m[１６],sL≤m＝O(lbn),此时算法相对经典算法

在n上有指数加速效果．当m＝O(n),１
ε＝O(lbmn),

κ＝O(lbmn)时,因为c≪m[１６],不妨令c＝O(lbm),
若sL＝O(lbn),那么算法相对经典算法有多项式

加速效果;若sL ＝Ω m
c

æ

è
ç

ö

ø
÷ (这种情况常见于 LDA),

那么算法的复杂度比经典算法的复杂度更高．

３　改进的量子谱回归

在实际应用中,往往样本数量m 和提取的特征

个数n 的规模是相差不大的,另外,在谱回归的原始

论文中[１６],谱回归算法的优势在于降低了复杂度中

参数m 的次数．如果m≪n,谱回归的加速效果并不

明显．因此在改进的算法中,在其他参数假设不变的

前提下,我们希望在m＝O(n)时,量子算法相对经

典算法有显著加速效果．
在对 MYXZ算法复杂度的分析中,我们发现,

在较多的情况下,矩阵􀭺L 并不是一个稀疏矩阵(如
在LDA中,有csL≥m,通常认为c取值较小[１６],不

妨令c＝O(lbm),此时有sL≥
m

lbm
),在主成分分析

步骤中采用稀疏矩阵模拟的方式并没有加速效果．
针对这种情况,我们的改进算法不采用稀疏矩

阵模拟的方式来进行主成分分析,而是直接用量子

奇异值估计[２０](QSVE)来得到相应的特征向量．
QSVE算法在处理稠密矩阵时具有更低的复杂度．
具体地,类似于 MYXZ算法,假设􀭺L 的信息存储在

树状的 QRAM 中．那么可以制备

􀭺L􀎯＝
１
􀭺L F

∑
ij

􀭺Lij i􀎯 j􀎯,

不妨令 􀭺L􀎯＝
１
􀭺L F

∑
m

j＝１

(λj ＋１)y－(j)􀎯 y－(j)􀎯,那么

根据 QSVE[２０]可得:

１
􀭺L F

∑
m

j＝１

(λj ＋１)y－(j)􀎯 y－(j)􀎯 λj ＋１􀬈􀎯,

算法 复 杂 度 为 O １
εpolylb(m)é

ë
êê

ù

û
úú ,其 中λj＋１􀬈∈

(λj＋１)±δ 􀭺L F．令δ 􀭺L F＝O(δ m )＜ε,则有

δ＝O
ε
m

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,此 时 复 杂 度 为 O m

ε polylb(m)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú．

测量第４寄存器,以c
m

的概率测得较大的λi,此时

可得对应的量子态|y－(j)􀎯．可通过振幅放大,重复

次数降低为O m∕c( ) ,因此第１步的总复杂度为

O mc
ε lbm

æ

è
ç

ö

ø
÷．结合 MYXZ算法的第２步,总算法复

杂度为O cmκ２

ε lb(m＋n)é

ë
êê

ù

û
úú．

对比经典算法复杂度O(csmn＋c２n),当κ＝

O(lbmn),１
ε＝O(lbmn),m＝O(n)时,算法具有多

项式加速效果．对比 MYXZ算法,我们算法在m＝
O(n)且矩阵􀭵L 不是稀疏矩阵时,具有更低的复杂度．

４　高效谱回归的量子算法

在文献[１６]中,Cai等人针对结合标签信息来

构造对应图的降维算法,如有监督的局部保持投影

和邻域保持嵌入,提出了一个高效的实现方式．对于

这类降维算法,式(１)的最大特征值１是c 重特征

值,因而 MYXZ算法无法进行处理．我们提出了这

类子空间学习问题的量子谱回归算法．我们的算法

中也用到了 MYXZ中的部分过程．
在 MYXZ算法中,假设矩阵􀭺L 的信息被存储

在树状的 QRAM 中,而在实际情况中,通常我们并

不会事先知道矩阵􀭺L 的信息．特别在一些问题中,矩
阵􀭺L 的计算较为复杂,如带标签的 NPE算法,W 由

几个矩阵的乘积及求和得到,而􀭺L＝D－１∕２WD１∕２＋
Im,此时如果直接进行存储假设,而不计算其复杂

度,对与之作对比的经典算法不公平．我们的算法仅

假设 数 据 矩 阵 X 被 按 标 签 顺 序 存 储 在 树 状 的

QRAM 中．
４．１　算法过程

考虑到量子主成分分析的局限性,我们直接采

用经典的方式来求式(１)的解．我们的算法步骤为:
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１)令第１个特征向量为全１向量(１,１,􀆺,

１)T,通过对

y′(i)＝[０,􀆺０
︸

∫
i－１

j＝１
mj个

,１,􀆺,１
︸

mi个

,０,􀆺０
︸

∫
c

j＝i＋１
mj个

],i＝１,２,􀆺,c

进行格拉姆 施密特正交化,得到c－１正交的特征

向量,作为式(１)的解,记为y(１),y(２),􀆺,y(c－１)．
２)把y(１),y(２),􀆺,y(c－１)存储到 QRAM 中,制

备量子态

ψ􀎯＝
１

c－１∑
c－２

i＝０
i􀎯 y(i＋１)􀎯．

３)对第２量子寄存器,执行稠密矩阵岭回归量

子算法,得

ϕ􀎯＝
１

c－１∑
c－２

i＝０
i􀎯 ai＋１􀎯．

４)针对新输入的量子态|x􀎯,用量子低秩矩阵

向量乘法,来求其降维后量子态|y􀎯．
我们算法的第４步即对新输入的数据进行降

维,这正是子空间学习的目的．MYXZ算法没有给出

算法的降维过程,为了算法的完整性,我们将给出降

维过程以及其复杂度分析．
４．２　算法分析

４．１节所述的步骤１为经典步骤,复杂度为

mc２－
１
３c

３．

在４．１节所述的步骤２中,我们先把y(１),y(２),􀆺,

y(c－１)存储到c－１个 QRAM 中,因为元素个数为

m(c－１),因此 QRAM 存储的执行次数为O(mc)．
通过调用存储y(i)的 QRAM,我们可以制备量子态

１
m∑

m－１

j＝０
j􀎯 y(i)

j＋１􀎯,其中y(i)
j＋１ 表示向量y(i)的第j＋１

个元素．添加辅助比特进行受控旋转,得

ψ１􀎯＝
１
m∑

m－１

j＝０
j􀎯 y(i)

j＋１􀎯 􀱋

y(i)
j＋１

Cz
１􀎯＋ １－

y(i)
j＋１

Cz

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

０􀎯
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

其中Cz 为绝对值不小于y(i)
j＋１的绝对值的一个常

数,即 y(i)
j＋１

Cz
≤１．对第２寄存器做逆计算,并测量辅

助寄存器,若测量结果为１,即得量子态|y(i)􀎯．可以

看到,对于一般的量子态,测量结果为 １ 的概率

１
m２C２

z
≥

１
m２,因此需要重复制备量子态|ψ１􀎯的次数

为O(m２)．在算法中引入幅度放大,重复制备次数可

以降低为O(m)．因此,制备量子态|y(i)􀎯的复杂度为

O(mlbm)．进而,制备|ψ􀎯的复杂度为O(cmlbclbm)．
其中因子lbc 来源于查找标签i所对应的存储位

置,c来源于读取 QRAMc－１次．需要指出的是,

QRAM 只需要存储一次,就可以进行多次读取．
在４．１节所述的步骤３中,我们采用 MYXZ算法

中稠密矩阵岭回归算法来求|ϕ􀎯．具体地,类似于

MYXZ算法的假设,假设矩阵X 事先存储在一个树

状的QRAM中,再在第２寄存器上直接执行量子稠

密矩阵岭回归算法,即得量子态|ϕ􀎯,复杂度和 MYXZ

算法相应步骤一致,为O mκ２

ε polylb(m＋n)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú．需

要注意的是,这个复杂度并没有考虑对|ψ􀎯的制备,
因为需要进行O(κ)次的调用,因此这部分的复杂度

为O(cκmlbclbm)．
为了方便对４．１节所述的步骤４的分析,我们

定义对数据的量子访问[２１]:
定义１[２１]．如果存在以下变换可以在复杂度T

内实现,那么称我们可以通过量子访问矩阵A∈RRn×m:

|i􀎯|０􀎯→|i􀎯|Ai􀎯,

|０􀎯 →
１
A F

∑
i

Ai |i􀎯,

其中,i∈{１,２,􀆺,n},Ai 表示矩阵A 的第i列构成

的向量．
需要注意的是,４．１节算法步骤２~３可以实现

|i􀎯|０􀎯→|i􀎯|Ai􀎯,但该过程不可逆(涉及到测量),
我们可以把这些过程转化为可逆的[２２],而复杂度只

有常数倍的增长．在我们的算法中,Ai ＝１,因此

制备 １
A F

∑
i

Ai i􀎯 是平凡的．因此我们有对数据

矩阵的量子访问,其中T＝O mκ２

ε polylb(m＋n)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

额外的复杂度为O(cκmlbclbm)．进而,利用量子访

问,我们可以实现矩阵
０ A
A† ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 的(A F,lb(m ＋

n),０)块编码[２３],复杂度为O mκ２

ε polylb(m＋n)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú．

根据引理１,我们可得生成量子态

０ A
A† ０
æ

è
ç

ö

ø
÷|０􀎯|x􀎯＝

０ A
A† ０
æ

è
ç

ö

ø
÷
|x􀎯

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝|１􀎯|y􀎯

的复杂 度 (引 理 １ 中 γ 取 常 数,A F ＝ c)为

cmκ２

ε polylb(m＋n)lb １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú．

引理１[２３]．令A 为N×N 的复矩阵,|b􀎯为满

足 A|b ≥γ 量子态．假设制备|b􀎯的复杂度为Tb,
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A 的(α,a,０)编码可以在TA 复杂度内实现,那么有

量子算法可以以精度ε生成量子态A|b􀎯∕A|b􀎯 ,

复杂度为O
α(Tb＋TA)

γ lb １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú．

综上,算法的总复杂度为

O[mc２＋
cmκ２

ε polylb(m＋n)lb １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

cκmlbclbm]＝O[c２mκ２

ε polylb
m＋n
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ],

相比经典算法的复杂度O(c２m＋cmns),当κ,１
ε＝

O(lbmn),m＝O(n),c≪m 时,我们提出的量子算

法具有多项式加速效果．
相关算法的复杂度对比和适用条件如表１所

示．需要注意的是,我们没有把降维过程(即４．１节

中的算法步骤４)的复杂度列在表中,因此表中量子

高效谱回归的总复杂度比上面算出来的复杂度稍

低,但并不影响对比结果．

Table１　ComparisonofComplexityandApplicableConditionsofClassicalandQuantumSpectralRegressionAlgorithms
表１　经典和量子谱回归算法的复杂度和适用条件对比

算法 最大特征问题 岭回归 适用条件 总复杂度

量子算法 O cms４
L

ε polylb(m)[ ] O c mκ２

ε polylb(m＋n)[ ]
特征值不同,

稀疏
O cms４

L

ε polylb(m)＋
cmκ２

ε polylb(m＋n)[ ]

经典算法 mc２－
１
３c３ O(csmn)

整合标签信息
的降维算法

(特征值相同)
O(csmn＋c２m)

改进算法
(第３节) O mc

ε polylb(m)[ ] O c mκ２

ε polylb(m＋n)[ ] 特征值不同 O cmκ２

ε polylb(m＋n)[ ]

新算法
(第４节) mc２－

１
３c３ O mκ２

ε polylb(m＋n)＋cκmlbclbm[ ]
整合标签信息
的降维算法

(特征值相同)
O c２κ２m

ε polylb(m＋n)[ ]

５　结　　论

在本文中,我们重新分析了 MYXZ算法的细

节,并纠正了其复杂度(并不影响 MYXZ算法的结

论)．针对 MYXZ算法的局限性,即在m＝O(n)时,
只能在􀭺L 为稀疏矩阵的情形下才有量子加速,我们

提出了一个改进算法．改进算法采用 QSVE来得到

􀭺L 的特征向量,因而复杂度不受􀭺L 是否稀疏的影

响,算法在m＝O(n)且􀭺L 为稠密矩阵的情形下相

对经典算法有多项式加速效果．另外,针对文献[１６]
中提出的高效谱回归算法,我们提出了其量子版本

的算法．我们算法解决的问题并不能用 MYXZ算法

来解决,因为求解的问题有c－１重特征值．实际上,
如果特征值问题(１)的解中有重根,即有２个以上特

征向量共享一个特征值,那么 MYXZ算法将无法通

过量子主成分分析得到相应的特征向量(只能得到

特征向量的叠加态)而导致后续步骤出错．我们算法

的优势在于把经典计算机上复杂度较高的部分用量

子算法进行降维,而复杂度较低的部分保持原有经

典算法．我们的算法设计思想不仅对子空间学习算

法,而且对其他类型的机器学习算法都具有一定的

参考价值．
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