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Abstract　Duetotheinteractionwiththeenvironmentandimperfectionsofcontrols,quantumdevices
areaccompaniedwitherrors,whoseaccumulationcouldleadtoameaninglesscomputingresult．The
realizationofafullＧfledgedquantumcomputerreliesonquantumerrorcorrection,whichhowever,
introducesahugeoverheadthatmakesitchallengingfornearＧtermquantumdevices．Inthenoisy
intermediateＧscalequantum era,quantum error mitigation methodsinstead of quantum error
correctionareintroducedforsuppressingerrors．Usingamildcostunderreasonableassumptions,

quantumerrormitigationcouldenhancetheresulttoachieveadesiredcomputationalaccuracy,andits
feasibilityhasbeendemonstratedextensivelyintheoriesandexperiments．Thisarticleaimsto
introduceandsummarizethelatestdevelopmentsinquantumerrormitigation,andtocommenton
potentialfuturedirections．
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摘　要　由于与环境的相互作用及对量子设备的控制中存在的偏差,量子设备总是在不断产生错误．若
不对这些错误加以处理,错误的积累会使得量子算法的实施变得毫无意义．成熟量子计算机的实现依赖

于量子纠错技术以纠正量子设备中的错误．然而,由于量子纠错开销巨大,其难以在近期量子设备中实

现．故在有噪声中等尺寸量子时代,以变分量子求解器为代表的量子算法选择量子错误缓解技术来压制

错误,而非纠正它们．量子错误缓解允许仅通过中等大小的额外资源获得可以接受的计算精读,并已在

理论及实验上展示出其可行性．旨在介绍与总结量子错误缓解领域的最新进展,并展望该技术未来发展

的前景与方向．
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中图法分类号　O５９

　　近期量子设备的特征限制了能够操控的量子比

特(qubit)数目,一般为几个到几十个量子比特,且
存在一定的噪声,因此称之为有噪声的中等尺寸量

子(noisyintermediateＧscalequantum,NISQ)设

备[１]．由于能够控制的量子比特数目有限,故一般无

法使用量子纠错码将物理量子比特编码为逻辑量子



比特后进行计算:据估计,以合理的成功概率实现超

越经典计算机算力的Shor算法需要将几千个物理

量子比特编码为１个逻辑量子比特[２]．故而,对于

NISQ设备我们需要考虑设计对其友好的算法,并
在此基础上设计算法能够成功实施的相应技术．一
系列面向 NISQ设备设计的算法已经提出,其中最

受瞩目的为变分量子求解器(variationalquantum
eigensolver,VQE)[３Ｇ５]和量子近似优化算法(quantum
approximateoptimizationalgorithm,QAOA)[６],
前者多用于量子模拟(quantumsimulation)领域[７],而
后者主要面向计算机领域的组合优化(combinatorial
optimization)问题[８]．与此同时,量子错误缓解(quantum
errormitigation,QEM)技术[９]成为 NISQ 时代在

量子设备上可靠地实施算法的必不可少的元素．
２０１９年和２０２０年,Google公司在量子计算领

域取得了里程碑式的进展,分别在其 Sycamore量

子芯片上实现了量子霸权(quantumsupremacy)实
验[１０]和目前在量子计算机上实现的最大的量子模

拟(quantumsimulation)算法[１１]．对于后者,依赖于

后处理(postＧselection)和 McWeen纯化(McWeen
purification)的量子错误缓解技术,研究人员们成功

将保真度 (fidelity)最低 ２％ 的计算结 果 还 原 到

９９％,足以体现量子错误缓解对于 NISQ 时代量子

计算的重要性．
本文主要以面向 VQE算法实施的量子模拟算

法为背景,介绍相关的量子错误缓解技术．

１　量子模拟和变分量子特征求解器简介

量子力学是描述微观世界的基础理论．通过经

典计算机研究量子系统问题是物理、化学、材料等领

域的重要研究方向之一．然而,随着系统自由度的增

加,经典计算机所需要的计算资源在最一般的情况

下呈 指 数 级 上 升,称 之 为 “指 数 墙”(exponential
wall)困难[１２]．

意识到这一困难,Feynman最早于１９８２年提

出了量子模拟的概念:通过可控的、易获得的量子系

统来模拟难以获得的目标量子系统[７]．直觉上,利用

量子系统本身自由度指数级增大的希尔伯特空间

(Hilbertspace),我们可以在一定程度上解决指数

墙困难．
在量子多体物理和量子化学领域中,系统在低

能态表现出的特性是研究人员关心的问题之一．其
中,最具代表性的即为原子或分子系统的电子结构

问题．电子结构问题的研究目的为对特定哈密顿量

(Hamiltonian)H 描述的原子或分子系统,理解其

在低能态下相互作用的电子在原子核产生的势能下

是怎样分布的．系统的性质由波函数(wavefunction)
描述,电 子 结 构 问 题 要 求 我 们 求 解 系 统 的 基 态

(groundstate)和低能激发态,并计算各个观测量的

大小,其中最为重要的观测量为系统能量E．
RayleighＧRitz变分法给出了对量子基态求解

的可行策略,其主要通过设定参数化的试探波函数

(trialwavefunction)|ψ(θ)􀎯,又称拟设(ansatz),θ
为其参数．以能量E 作为观测量为例,系统基态能

量E０ 满足:

E０≤􀎮ψ(θ)|H|ψ(θ)􀎯． (１)

　　可以看到,系统的基态能量给出了该观测量的

下界,我们可以不断调整、优化拟设的参数使其逐渐

逼近系统基态,从而获得基态能量．
借助这一思想,VQE算法通过在量子计算机上

制备试探波函数,通过测量获得观测量当前值,并使

用经典计算机优化试探波函数参数实现对基态能量

的求解．其优势在于利用量子计算机指数级增长的

希尔伯特空间来表示波函数,经典计算机的参与减

少了对量子线路(quantumcircuit)深度的要求．随
着量子线路深度的增加,随机错误的数量和退相干

(decoherence)效应的影响会越来越明显,故 VQE
算法保持较为浅层的量子线路深度的特性使其适合

于在近期量子设备上实施．另外,VQE算法本身具

有一定的对连续错误的缓解效果[４Ｇ５]．当然,浅层量

子线路的错误仍然会带来计算的偏差,本文将接下

来总结针对浅层量子线路的量子错误缓解方法．

２　量子错误缓解基本框架

本节主要讨论针对 NISQ设备噪声的量子错误

缓解方法．由于噪声的影响,我们考虑量子混态

(quantummixedstate),而非纯态(purestate)．考虑

量子门 U (􀅰)＝U(􀅰)U†．设 E 为噪声信道(noise
channel),则有噪声的量子门为 E􀳱U．这里,我们假

设 量 子 门 实 施 中 产 生 的 错 误 为 马 尔 可 夫 的

(Markovian),即噪声信道与量子门的类型及施加

位置等特征无关．
考虑任意输入态ρin,理想的输出态ρideal

out 和有噪

声的输出态ρnoisy
out 可以写为

ρideal
out ＝UM􀳱UM－１􀳱􀆺􀳱U１(ρin),

ρnoisy
out ＝E􀳱UM􀳱E􀳱UM－１􀳱􀆺􀳱E􀳱U１(ρin),

(２)
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其中,M 为量子门的数量．当单个量子门的出错概

率小于一定的阈值(threshold)时,我们可以通过量

子纠错以及提升量子纠错码矩(distance)实现对错

误的任意精度的缓解．
量子错误缓解则面向近期量子设备,提出了一

种开销小、鲁棒性高的策略．与量子纠错不同,错误

缓解不考虑实时地减少量子线路中的错误,而是仅

考虑通过有噪声的测量结果􀎮O􀎯noisy＝tr(ρnoisy
out O)恢

复理想线路的理想测量结果􀎮O􀎯ideal＝tr(ρideal
outO),如

图１所示．对于近期量子设备实施的算法而言,例如

第１节讨论的 VQE算法等,其量子线路较浅,即便

错误在算法实施过程中不断积累,我们依然可以以

高概率恢复得到观测量的概率分布,代价是错误缓

解算法会导致恢复得到的概率分布的方差增大,从
而增加需要的测量样本数量．由于量子错误缓解技

术不纠正错误,错误仍然会在线路中积累,故而,该
技术仅在物理错误概率较低时起作用,且无法规模

化到较深层的量子线路．

Fig．１　Schematicofquantumerrormitigation[５]

图１　量子错误缓解示意图[５]

３　量子错误缓解的主要方法

本节将具体介绍１０类量子错误缓解方法以及

各类方法相互结合的方法．根据对噪声模型的依赖

程度和错误缓解的不同方法,我们将这些方法归为

如表１所示的４种类型:弱噪声模型、精确噪声模

型、机器学习噪声模型、未假设噪声形式模型．最后,
我们将讨论各个方法间的组合方法．

Table１　ClassificationofDifferentQuantumErrorMitigationMethods
表１　不同量子错误缓解方法分类

弱噪声模型 精确噪声模型 机器学习噪声模型 未假设噪声形式模型

外推法 测量错误缓解 基于机器学习的错误缓解 量子子空间展开

最小二乘拟合法 准概率模型 Clifford数据回归 对称性验证

个体错误减少 随机错误缓解 基于学习的准概率方法

３．１　外推法

外推法(extrapolation)利用不同的物理错误率

下运行相同的量子线路,从而通过不同错误率对应

的测量结果外推得到无错误情况下的观测结果,如
图２所示:

Fig．２　Schematicofquantumerrorextrapolation[４]

图２　量子错误外推法示意图[４]

１)Richardson外推法

Richardson外推法(Richardsonextrapolation)

率先由Li等人[１３]和Temme等人[１４]分别提出．关注

随机噪声过程 Ek,其形式为

Ek＝(１－εk)I＋εkNk, (３)

其中,I 为单位映射,而 Nk 为噪声映射,εk 为一个

较小的错误率．为方便起见,这里假设所有的噪声信

道具有相同的错误率εk＝ε．根据式(２),对于任意观

测量Z,我们可以对其期望值做泰勒展开,得到:

􀎮Z􀎯(ε)＝􀎮Z􀎯(０)＋∑
n

m＝０
Zmεm ＋O(εn＋１), (４)

其中,Zm 为展开系数,􀎮Z􀎯(ε)为观测量在错误率为

ε情况下的期望值．
为了得到理想的测量数据􀎮Z􀎯(０),我们通过实

验调节不同的ε大小获得相应的观测结果􀎮Z􀎯(ε)．通
过实验手段,我们可以增加物理错误率ε．我们选择

不同的噪声放大比例λl,并要求１＝λ０＜λ１＜􀆺＜

λn,得到不同噪声大小下的观测期望值􀎮Z􀎯(λlε)．然
后,我们可以通过n 阶泰勒展开和 Richardson外推

法获得对无噪声情况的估计:

５４８１张宇鹍等:量子错误缓解研究进展



􀎮Z􀎯est＝∑
n

k＝０
ζk􀎮Z􀎯(λkε)＝􀎮Z􀎯(０)＋O(εn＋１), (５)

其中,系数λk 满足归一化条件∑
n

k＝０
ζk＝１,∑

n

m＝０
ζmλk

m ＝

０．注意到,我们将错误压制到了n＋１阶,对于较小

错误率ε,该方法可以非常有效地缓解错误．然而,由
于该方案的资源消耗随指数n 增加,我们不能通过

提高式(５)中n 的大小任意地压制错误．
外推法的优势在于任何连续函数都可以被泰勒

展开,故而,在保证能够准确提升系统的物理错误率

的情况下,该方法在理论上可以应用于任何错误模

型中．这是由于外推法没有使用噪声的具体形式做

出特定的假设,故而,错误缓解后的测量结果的方差

会急剧上升．特别地,可以得到􀎮Z􀎯est的方差为

Var[􀎮Z􀎯est]＝ ∑
n

k＝０
ζ２

kVar[􀎮Z􀎯(λkε)], (６)

可以看到,当假设Var[􀎮Z􀎯(λkε)]为常数时,方差被

放大了􀱽＝∑
n

k＝０
ζ２

k 倍,意味着我们的采样次数也需

要增加同样的倍数以达到与无错误情况下相同的测

量精度．可以估计出􀱽随着n 呈指数增长,从而,我
们仅可以对较小n 进行展开．

值得注意的是,IBM 演示了通过 VQE 求解

LiH 和 H２ 分子基态能量的实验[１５]．
２)指数外推法

上面１)讨论的 Richardson外推法通过假设存

在一个有效的泰勒展开式,可以将测量结果展开为

错误率的多项式函数,且可以忽略高阶项的影响．实
践中,量子设备具有的特点是物理错误率ε小,但量

子门数目M 较大,这种情况下多项式展开会变得不

精确．Endo等人[１６]提出指数外推法 (exponential
extrapolation),使用指数衰减函数来替代原来的多

项式展开．
考虑 Markov随机错误,形式为

E＝(１－ε)I＋εN, (７)
则M 个有噪声的量子门 EU＝EMUM􀳱EM－１UM－１􀳱􀆺􀳱
E１U１ 可以展开为

EU ＝∏
M

k＝１

((１－ε)I ＋εNk)􀳱Uk ＝

∑
M

j＝０

(１－ε)M－jεj∑

M

j( )

i＝１

Fi
j ＝

∑
M

j＝０
αjFj, (８)

式(８)第２行将展开的按照错误的数量重新分

组,Fi
j 对应含有j个错误的展开．从而,我们可以将

其写为第３行中二项式分布αj＝
M
j

æ

è
ç

ö

ø
÷(１－ε)jεj,并

且,定义 Fi
j 的平均值为

Fj ＝
∑

M

j( )

i＝１

Fi
j

M
j

æ

è
ç

ö

ø
÷

． (９)

对于量子线路中错误率ε较小、量子门 M 数量

较多的情况,若二者满足Mε＝O(１)的关系,则二项

式分布αj 可以通过Poisson分布近似获得:

αj≈e－Mε
(Mε)j

j! , (１０)

噪声信道可以展开为

E U ＝e－Mε∑
M

j＝０

(Mε)j

j! Fj, (１１)

其中,展开系数e－Mε使得其随着Mε指数衰减．进一

步,通过对该展开实施一阶近似,我们考虑在ε和λε
(λ＞１)两个噪声率下的测量结果􀎮M􀎯(ε)和􀎮M􀎯(λε),
可以得到对于无噪声情况的近似:

􀎮M 􀎯est(０)≐
λeMε􀎮M 􀎯(ε)－eMλε􀎮M 􀎯(λε)

λ－１ ．(１２)

错误缓解的额外开销为

Cexp＝
λ２e２Mε＋e２Mλε

(λ－１)２ ． (１３)

指数外推法仅在观测量对错误率的展开式上进

行了改变,故依然可以使用３．２节中提出的最小二

乘法进行近似．Endo等人[１６]和 GiurgicaＧTiron等

人[１７]分别通过数值模拟证明了指数展开相较于

Richardson展开的优势．并通过IBM 超导量子计算

机就哈密顿量模拟进行了演示[１８]．
３．２　最小二乘拟合法

当被给定在不同错误率情况下的测量值时,我
们可以使用最小二乘法(leastsquarefitting)[１９]估

计无错误情况下的测量结果．与第３．１节所讨论外

推法类似,考虑不同错误率大小ε１,ε２,􀆺,εm,外推

法中使用的n阶泰勒展开可以近似为一个线性方程:
Dz≈k, (１４)

其中,

D＝

１ ε１ 􀆺 εn
１

１ ε２ 􀆺 εn
２

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

１ εm 􀆺 εn
m

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

, (１５)

z＝(􀎮Z􀎯(０),Z１,􀆺,Zn)T,

k＝(􀎮Z􀎯(ε１),􀎮Z􀎯(ε２),􀆺,􀎮Z􀎯(εn))T．
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　　错误率的数量m 可以随着展开的阶数变化．式
(１４)的解可以通过最小化获得:

D􀎮Z􀎯(ε１)－k ２, (１６)
当m＝n 时,式(１６)给出的结果与 Richardson展开

一致．
实践中,最小二乘法可以对不同的噪声影响分

配不同的系数．假设存在另一个噪声系数κ,我们可

以获得观测量期望值的展开􀎮Z􀎯(ε,κ),将其展开为

􀎮Z􀎯(ε,κ)＝􀎮Z􀎯(０)＋Z１０ε＋Z０１κ＋
Z１１εκ＋Z２０ε２＋Z０２κ２＋􀆺． (１７)

假设我们将式(１７)展开截断到二阶,可以得到

线性方程的各项为

D＝

１ ε１ κ１ ε１κ１ ε２
１ κ２

１

１ ε２ κ２ ε２κ２ ε２
２ κ２

２

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

１ εm κm εmκm ε２
m κ２

m

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

, (１８)

及

z＝

􀎮Z􀎯(０)

Z１０

Z０１

Z１１

Z２０

Z０２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

,k＝

􀎮Z􀎯(ε１,κ１)
􀎮Z􀎯(ε２,κ２)

⋮
􀎮Z􀎯(εm,κm)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

． (１９)

则我们可以通过式(１４)获得对􀎮Z􀎯(０)的估计．
该方法通过Rigetti的八量子比特设备演示[１９]．
３．３　量子子空间展开

量子子空间展开(quantumsubspaceexpansion,

QSE)法由 McClean等人[２０]最先提出．假设已经获

得关于某系统哈密顿量 H 基态的近似|ψref􀎯,将该

量子态作为参考,我们用一组算符可以构造一个线

性子空间展开这一参考态．具体而言,我们可以定义

泡利算符集合{G⊂I,X,Y,Z􀱋M }及以该集合展开

的子空间:

{ρsub＝∑
i,j

cic∗
jPiρPj Pi ∈G,

ci ∈CC,tr(ρsub)＝１}, (２０)
其中,ci,cj 为展开系数,我们在展开后的子空间中

求解能量的最小值以获得对噪声缓解的结果:

min
c

tr(ρsubH), (２１)

其中c＝(ci)．
如图３所示,给定有噪声的基态,我们可以通过

子空间的扩展面来找到真实的基态．子空间展开的

最优解可以通过以下泛化特征值问题求解得到:

ĤC＝ŜCE, (２２)

其中,Ĥ 为展开子空间中的哈密度量,形式为 Ĥij＝

tr(ρPjHPi),Ŝ为重叠矩阵,形式为Ŝij＝tr(ρPjPi),E
为由特征值组成的对角矩阵,C 为特征向量构成的

矩阵．注意到,Ĥ 和Ŝ 可以在量子计算机上高效测

量得到,而泛化特征值问题可以通过经典计算机高

效求解,当得到基态对应的特征值c后,我们可以计

算获得能量或其他算符的平均值 ∑
ij
cic∗

jρPjHPi,

注意到通过该方法我们可以额外获得其他能级的激

发态．

Fig．３　Schematicofquantumsubspaceexpansion
图３　量子子空间展开法示意图

具体分析量子子空间展开的错误缓解效果．令

P＝∑
i
ciPi,子空间展开方法等价于在子空间{ρsub＝

PρP†∕tr(PρP†)}下进行优化,我们可以通过奇异值

分解将 P 分解为UDV† 形式,其中U 和V 为幺正矩

阵,而D 为对角矩阵．展开算符的效果可以理解为

对量子态的转动和投影．故而,QSE 方法可以用于

缓解相干错误和随机错误．如由于对量子系统的不

完美调控,我们在实施量子门过程中可能会对特定

量子态的转角产生过度或不足的转动,QSE可以在

一定程度上缓解该问题．然而,一般量子态展开泡利

算符形式会产生指数多项数,故使用线性空间或低

阶空间展开不足以纠正这些错误,QSE方法对相干

错误的缓解能力有限．对于随机错误,考虑得到的有

噪声基态与真实基态非常接近的情况．QSE方法在

这种情况下无法保证在子空间求解得到的解中,噪
声基态(对应展开算符为I)的展开系数c０ 接近于

１．然而,我们可以通过３．４节讨论的对称性验证

(symmetryverification)方法相结合可以极大提升

QSE对随机错误的纠正能力．
３．４　对称性验证

当系统遵循一定的物理对称性时,我们可以通过

设计满足这种对称性的波函数拟设来缩小参数搜索
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的范围．例如,对于遵循粒子数和自旋守恒的系统,
考虑设计由使得系统的总粒子数和自旋守恒的幺正

变换构成的波函数拟设,则可以选择幺正偶合簇

(unitarycoupledＧcluster)[２１]方法,或者特定的硬件

高效拟设(hardwareＧefficientansatz)[２２]．相应地,我们

可以通过对称性检验(symmetryverification)[２３Ｇ２４]的

方式来检验输出波函数是否仍然具备这种对称性．
理想的量子算法实施会保持量子态的对称性,但是

由有噪声的量子线路制备得到的量子态可能会破坏

这种对称性．因为对称性仅在错误出现的情况下才

会被破坏,故对称性验证方法的工作原理为丢掉对

称性被破坏的测量结果．
具体而言,对称性检验量子线路输出态是否遵

循特定对称性的方式为对该对称性实施奇偶校验,
注意到该校验方式在量子纠错码中常常使用,但这

里我们不纠正错误,而是去掉有瑕疵的结果．我们可

以通过泡利群(Pauligroup)PPN 来理解奇偶验证．泡
利群PPN 中所有元素由所有长度为N 的泡利矩阵X,

Y 和Z,及单位矩阵I构成的直积态组成,群元的第

i个元素代表作用到第i个量子比特的操作．注意

到,PPN 中任意群元都有±１两个特征值,并分别表示

该群元检测量的奇偶性,若为偶数则为１,若为奇数

则为－１．特定群元可以用于对系统相应对称性进行

奇偶校验,而理想波函数应为相应对称性算符的本

征态．例如,考虑对于理想波函数|ψ􀎯的粒子数奇偶

性算符P̂N ,其应满足:

P̂N|ψ􀎯＝e|ψ􀎯, (２３)

Fig．４　Schematicofverifycircuit[５]

图４　检测线路示意图[５]

其中,e＝±１．对应的校验线路如图４所示,可以看

到当有偶数个粒子时,校验结果为１,反之则为－１．
为了保证测量的高效性,我们一般关注可以表达为

泡利算符的对称性表示．例如,粒子数和自旋的奇偶

算符 P̂N 和P̂↑↓ 都有±１的特征值,故可以在合适

的编码方式下映射为泡利算符．与奇偶校验不同的

是,由于一般的观测量可以分解为局域泡利算符的

直积态,系统的对称性可以通过由局域泡利测量及

经典后处理获得,从而不需要额外的辅助量子比特．
然而,由于该方法通过经典后处理(postＧprocessing)
缓解错误,故需要更多的测量次数．

更一般地,对于同时包含 P̂N 正负２部分本征

态的有噪声量子态ρ,我们可以将其投影到子空间:

ρe＝
MeρMe

tr(Meρ), (２４)

其中,Me＝
I＋ePN

２ ．这样,对称性算符测量值与目标

值不符的部分会被丢掉．假设观测量为系统哈密顿

量 H,且其与校验算符P̂N 对易,我们有:

tr(Hρe)＝
tr(Hρ)＋etr(HP̂Nρ)

１＋etr(P̂Nρ)
． (２５)

故而,我们可以通过测量tr(Hρ),tr(HP̂Nρ)和

tr(P̂Nρ)来高效获取后选择态(postＧselectedstate)

ρe 的观测值．注意到,式(２４)中的形式与 QSE方法

的子空间态一致．当我们将e作为参数优化时,我们

得到的算法与 QSE等价．已经验证当给定系统基态

的对称性时,上述方法的结果与 QSE[２０]相同．注意

到,经典后处理方法已经在两量子比特超导量子比

特计算机上演示证明[２５]．
参考量子纠错中应用最为广泛的稳定子编码

(stabilizercode),McClean等人[２６]设计了对应的经

典后处理版本,相较于稳定子编码需要对稳定子群

(stabilizer)中各生成元(generator)实施对应的奇偶

校验线路,该方法可以在完全忽略这些线路实施

的情况下检测错误．另外,我们可以以概率的形式

实施量子纠错码中具备的各个对称性投影,使得量

子态回归到码字(codeword)空间．相应的后处理解

码器(decoder)通过数值实现了对５个量子比特量

子化学模拟的纠错并获得了５０％的有效纠错阈值

(threshold)．
３．５　测量错误缓解

测量错误缓解(measurementerrormitigation)[２７Ｇ２９]

用于减少测量过程中的错误．假设理想测量过程由

一组正算符值测量(positiveＧoperatorvaluedmeasure,

POVM)构成{Fi}．对于系统状态ρ,获得第i个测

量结果的概率为Pi＝tr(Fiρ)．将理想概率分布表示

为Pideal＝(P１,P２,􀆺,PM－１,PM )T,其中,M 为正

算符值测量的数量．当测量中存在错误时,测量错误

将理想概率分布转换为

Pnoisy＝F􀅰Pideal, (２６)
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其中,F 为转换矩阵．例如,我们可以考虑对单量子

比特的投影测量结果P＝(P０,P０),错位测量错误

可以描述为

F＝
１－ε η
ε １－η

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (２７)

其中,ε和η 分别为量子比特状态０和１的发生翻

转的错误概率．
实践中,对变换矩阵的估计可以通过量子探测

器态层析(quantumdetectortomography)实现．当
我们不考虑探测器对不同量子比特存在串扰错误

(crosstalkerror)时,对整体变换矩阵的估计可以表

示为各个部分变换矩阵估计的直积态．我们可以通

式(２８)获得对无错误情况的估计:

Pest＝F－１
estPnoisy． (２８)

然而,由于量子错误的存在,如相干错误,我们

获得的转换矩阵中可能会出现非物理概率．为了避

免这一问题,我们可以采用优化方法:

P∗
est＝argmin

Pest
F􀅰Pest－Pnoisy , (２９)

要求Pest满足归一化条件且其元素全部为正,􀅰 表

示欧几里得范数．
该方法用于IBM５量子比特设备上[２７Ｇ２８]．近期,

测量错误缓解技术被延伸到测量阶段存在量子比特

间的关联错误的情况,并在IBM２０量子比特计算

机上演示[３０]．
３．６　N 阶可表示性

N 阶可表示性(NＧrepresentability)由 Rubin
等人[３１]引入量子错误缓解领域．考虑 N 电子系统,
其哈密顿量 H 为

H＝hija†
iaj＋Vijkla†

ia†
jakal, (３０)

其中,a†
i 和aj 分别为费米子生成、湮灭算符,hij和

Vijkl分别为单电子和两电子相互作用系数．对于当

前系统量子态|ψ􀎯,系统能量表达为

E＝􀎮ψ|H|ψ􀎯＝hij􀎮ψ|a†
iaj|ψ􀎯＋

Vijkl􀎮ψ|a†
ia†

jakal|ψ􀎯＝hijD１＋VijklD２, (３１)
其中,D１ 和D２ 分别为系统的单电子和两电子约化

密度矩阵(reduceddensitymatrix,RDM),分别记

作１ＧRDM 和２ＧRDM．实验上,我们可以高效测量得

到体系的２ＧRDM,并约化得到１ＧRDM．由于具有实

际的物理意义,要求２ＧRDM 不但满足约化密度矩

阵自身的性质,如厄米性、交换反对称性、迹为 N×
(N－１)等,还需加入额外限制条件保证其为 N 电

子密度矩阵约化而来,这些条件称为N 阶可表示性

(NＧrepresentability)条件．由于得到全部条件被证

明是 QMAＧcomplete问题,理论上无法获得,故一

般考虑近似、必要非充分条件,如２阶正定条件(２Ｇ
positiveconditions),其形式为

D２＝􀎮ψ|a†
ia†

jakal|ψ􀎯≽０, (３２)

Q２＝􀎮ψ|aiaja†
la†

k|ψ􀎯≽０, (３３)

G２＝􀎮ψ|a†
iaja†

lak|ψ􀎯≽０, (３４)
式(３２)~(３４)要求两电子、两空穴、单电子和单空穴

RDM 都是半正定的,对应的物理意义为在任意两

电子轨道找到两电子、两空穴、一个电子和一个空穴

的概率大等于０．N 阶可表示性规定了测量得到的

２ＧRDM 具备怎样的性质才为物理或化学上可以出

现的,实验测量得到的２ＧRDM 往往由于噪声的存

在不满足这些条件,通过将测量得 到 的 ２ＧRDM
D２

mea投影到满足N 阶可表示性空间最近的点上,我
们可以得到错误缓解后的结果．

Rubin等人[３１]使用半正定规划(semiＧdefinite
programming)算法将D２

mea投影到满足限定条件空

间距离最近的􀮃D２．Google公司通过类似的思想,使
用 McWeen纯化及３．４节讨论的对称性验证方法实

现了１２电子量子体系模拟[１１],成功将２％保真度的

结果还原为９９％．
３．７　准概率模型

当可以获得噪声模型的形式时,我们可以随机

施加噪声的逆过程,从而抵消掉噪声的影响．利用这

一思想的错误缓解方法首先被Temme等人[３２]提出

用于特殊量子信道,而后被 Endo等人[１６]泛化到

Markov噪声模型中．考虑一个有噪声量子门 E􀳱U,
其中,U 为量子门的理想表达,而 E 为噪声．若可以

实施该噪声的逆过程 ER＝E－１使得 E－１􀳱E＝I,称为

恢复操作,可以抵消掉噪声的影响,如图５所示．实
践中,可以通过量子态层析来获取噪声信道的表达．

Fig．５　Schematicofprobabilisticerrorcancel
图５　概率错误抵消示意图

注意到对量子信道求逆得到的概率表达形式中

可能存在负概率,故我们无法直接实施该方法．
Temme等人[３２]利用准概率方法解决了这一问题．
具体而言,对于任何一组量子过程 Bj,我们可以利

用其将上述过程分解为

E－１＝ ∑
j
qjBj ＝τ∑

j
pjsgn(qj)Bj,

其中τ＝∑
j

qj ,pj＝
qj

τ ．这样,我们可以将各个
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信道 Bj 以一定概率pj 随机加入到量子线路中,并
通过线性组合获得错误缓解结果．特别地,对观测量

Z,其理想测量期望值􀎮Z􀎯U(ρ)可以表达为

􀎮Z􀎯U(ρ)＝tr(E－１􀳱E􀳱U(ρ)Z)＝

τ∑
j
pjsgn(qj)􀎮Z􀎯Qi(ρ), (３５)

其中,􀎮Z􀎯Qi(ρ)＝tr(Bj􀳱E􀳱U(ρ)Z)．从而,我们通过蒙

特卡洛方法以概率pj 将操作 Bj 加入到量子线路

中．进一步,每一次的测量值乘以对应的sgn(qj),加
和足够次数的结果后乘以τ即可获得错误缓解的结

果．在实施过程中,我们对期望值乘以τ,使得结果的

方差变为原来的τ２ 倍．这是准概率方法的实施代价．
下面以一个例子分析概率错误抵消方法．考

虑去极化信道(depolarizingchannel),系统量子态

U(ρ)受到该信道作用后得到的形式为

ED(U(ρ))＝ １－
３
４p

æ

è
ç

ö

ø
÷U(ρ)＋

p
４

(XU(ρ)X＋YU(ρ)Y＋ZU(ρ)Z), (３６)

得到其逆过程形式为

ER(ρ)＝τ(p１ρ＋(－１)×
p２(XρX＋YρY＋ZρZ)), (３７)

其中,p１＝
４－p
２p＋４

,p２＝
p

２p＋４
,p１＋３p２＝１,τ＝１＋

３p
１－２p

．观测量M 的理性期望值表达为

􀎮M 􀎯U(ρ)＝τ(p１tr(ρM)＋(－１)×
p２(tr(XU(ρ)XM)＋tr(YU(ρ)YM)＋

tr(ZU(ρ)ZM)))． (３８)
当测量量子态时,相应符号及常数τ 作用于测

量结果．重复多次后,我们可以获得理论上理想的测

量结果．
上面的讨论主要针对单个量子门的错误缓解,

准概率方法也可以用于对任意量子线路的错误缓

解[１６],如图６所示．假设量子线路过程的理想形式

为 ∏
m

k＝１

Uk,Uk 代表各个量子门．假设 Uk 可以分解为

Uk ＝τk∑
ik

piksgn(qik
)Qik

, (３９)

其中,Qik ＝Bik􀳱E􀳱Uk．从而,理想过程可以表示为

∏
m

k＝１

Uk ＝∏
m

k＝１
τk∑

ik∈s
pik∏

m

k＝１
sgn(qik

)∏
m

k＝１
Qik ＝

τsum∑
m

k＝１
pik

􀅰sgn(qik
)􀅰Qik

, (４０)

其中,s＝{i１,i２,􀆺,im},τsum＝ ∏
m

k＝１
τk,pi＝∏

m

k＝１
pik

,

sgn(qi)＝∏
m

k＝１
sgn(qik

),及Qi ＝∏
m

k＝１
Qik ．故而,对于

每一种不同的噪声过程,我们可以同时以概率pi 实

施Qi 到量子线路中,对测量结果乘以sgn(qi)后,
对于足够次数的结果加和乘以τsum获得对观测期望

值的错误缓解结果．类似于上面对于单量子比特门

的讨论,准概率方法对于量子线路的错误缓解带来

的额外开销增大比例为τ２
sum．

Fig．６　SchematicofthequasiＧprobabilitymethod[４]

图６　准概率方法示意图[４]

３．８　个体错误减少

个体错误减少(individualerrorreduction)[３３]

将量子纠错用于单个量子比特错误检测,并使用经

典后处理来缓解错误．假设每一个量子门受到物理

噪声的作用形式由Lindblad主方程给出:

d
dtρ＝∑

j

Lj(ρ), (４１)

Lj(ρ)＝２L†
jρLj－L†

jLjρ－ρL†
jLj． (４２)

Lj(ρ)为作用于第j个量子比特的Lindblad算

符,噪声的持续时间为T．假设第k个量子比特被编

码为逻辑量子比特,其噪声通过量子纠错被压制为

原来的ηk 倍．从而,量子态的演化过程变为

d
dtρk ＝∑

j≠k

Lj(ρ)＋(１－ηk)Lj(ρk), (４３)

从而,个体错误减少的定义为

􀭴ρest＝ρideal＋O(T２), (４４)
其中,ρideal为量子线路的无错误输出态．接下来,对于

观测量Z,我们可以通过量子计算高效测量得到其

期望值 􀎮Z􀎯＝tr(Mρnoisy)和量子纠错后的期望值

􀎮Z􀎯k＝tr(Mρnoisy
k ),利用二者我们可以通过经典后

处理得到对理想期望值􀎮Z􀎯ideal＝tr(ρidealZ)的估计:

􀎮􀭾Z􀎯est＝􀎮Z􀎯－∑
k

１
ηk

(􀎮Z􀎯－ 􀎮Z􀎯k)． (４５)
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注意到,个体错误减少将错误压制到一阶,我们

可以在此基础上与其他量子错误缓解方法结合获得

更好的效果．由于使用量子纠错,该方法相较于其他

量子错误缓解算法会带来额外的硬件和算力开销．
３．９　基于机器学习的量子错误缓解算法

１)Clifford数据回归(Clifforddataregression)
机器学习算法由于其强大的函数拟合能力,在

一系列数值计算问题中展现出优势．以监督学习

(supervisedlearning)为例,我们假设可以获得大小

为n 的训练集{xnoisy
i ,xideal

i ,i∈{１,２,􀆺,n}}和大小

为m 的测试集{xnoisy
j ,xideal

j ,j∈{１,２,􀆺,m}}．则可

以利用机器学习算法实现对从{xnoisy
i }到{xideal

i }的映

射学习:xideal
i ＝f(xnoisy

i ,w)．其中,f 为选定的机器学

习算法,如回归(regression)算法或者神经网络(neural
networks)算法;w 为算法的优化参数．

注意到使用经典计算机模拟一般量子线路的困

难性,Czarnik等人[３４]提出使用 Clifford线路作为

训练数据的来源．理由是 Clifford量子线路可以被

经典计算机高效模拟,从而保证了训练过程的高效

性．一旦学习完成,我们可以使用训练好的模型预测

任意给定的噪声结果对应的理想观测结果．理想情

况下,不论我们给定的量子线路的形式如何,机器学

习算法在训练过程中能够学习到有噪声观测量到理

想观测量的映射模式,这一映射模式隐含了对系统

噪声模式的学习．故而,我们可以在测试阶段将训练

得到的模型用于任意具备相同噪声模式的数据,由
于机器学习算法的泛化性质,可以保证在预测阶段

模型获得合理的表现．
具体而言,Czarnik等人[３４]通过从真实Clifford

量子线路采样得到{xnoisy
i },并通过经典计算机模拟

生成{xideal
i }．并使用线性回归算法表征二者间的映

射:f(xnoisy
i ,w)＝axnoisy

i ＋b．这里选择损失函数为

L(w)＝∑
i

(f(xnoisy
i ,w)－xideal

i )２． (４６)

Clifford数据回归模型已经在IBMQ１６量子比

特计算机和６４量子比特经典计算机上进行演示[３４]．
由于机器学习算法具有强大的模式学习能力,这类

算法具备高度的灵活性和通用性,可以应用于各类

噪声模型和实验数据中,且可以同时用于 Markov
和关联错误．这使得面相特定量子设备的错误缓解

成为可能．
２)基于学习的准概率方法(learningＧbasedquasiＧ

probabilitymethod)

Strikis等人[３５]提出使用机器学习算法用于准

概率方法,从而可以避免使用量子态层析．该方法关

注的量子线路由单量子比特门和Clifford两量子比

特门构成．注意到,这足以组成通用量子门集合

(universalgateset),故实践中,我们可以将任意的

量子线路编译为由上述量子门组成的线路．假定主

要的错误来源为两量子比特门．使用 U＝{U１,U２,
􀆺}代表单量子比特门,Videal(U)和 Vnoisy(U)分别代

表理想和有噪声的量子线路．准概率方法通过在各

个量子门前后加入单量子比特泡利算符 K＝{K１,

K２,􀆺}来恢复理想过程．将带有额外错误缓解操作

的量子线路表示为 Vnoisy(U,K)．准概率方法通过搜

索参数κ(K)使得:

Vest(U)＝∑
K
κ(K)Vnoisy(U,K) (４７)

近似于 Videal(U)．一般非学习准概率方法以对量子信

道的态层析来获得参数．由于过高开销,这种方式可

能在用于得到时间和空间上的存在关联错误的描述

时失效．
准概率学习方法提供了避免使用态层析的替代

方案．πideal(est)(U)为对理想观测值的估计．选定机器

学习模型参数κ(K)及训练集SS,损失函数为

L(U)＝
１
SS∑

U∈SS
πideal(U)－πest(U)２． (４８)

这里,为了保证训练过程的效率,我们的训练集

选择使用Clifford群生成量子线路．可以看到与１)

Clifford数据回归的学习方法类似,由于机器学习

算法的泛化性,算法可以学习到噪声的模式．故在测

试环节中,我们可以将训练好的模型用于任意存在

非关联错误的非Clifford单量子比特门中．
注意到随着线路中量子门个数的增加,恢复操

作构成的空间大小可能会呈现指数级上升．这种情

况下,一种方法是采用截断方法,另一种为变分优化

方法．前者通过泡利旋转(Paulitwirling)[１３]将错误

转化为有错误的泡利量子门,并截断该空间的大小

到与量子线路大小呈多项式关系．后者则通过蒙特

卡洛采样得到损失函数并通过变分法优化该损失函

数．实践中,我们可以使用不完美的量子门组态层析

作为优化的初始点．
３．１０　随机错误缓解

相较于离散的数字量子模拟,当前量子计算领

域没有系统的方法对模拟量子模拟(analogquantum
simulation)实施量子纠错[３６]．而随机错误缓解为连

续的模拟量子模拟提供了压制错误的方法,可以实

现有效应用．
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考虑,假设系统的动力学演化过程由 Lindblad
主方程给出:

d
dtρ＝－i H,ρ[ ] ＋L(ρ), (４９)

L(ρ)＝∑
j

２LjρL†
j －L†

jLjρ－ρL†
jLj, (５０)

其中,H 为系统哈密顿量,L(ρ)为有噪声的Lindblad
算符．假设Lindblad算符的作用为局域的且其作用

较弱．由于随着系统动力学演化,Lindblad算符的作

用会传播到整个系统,导致一般而言对于这种具有

全局效应的物理噪声的缓解是困难的．简单起见,这
里假设系统哈密顿量是不含时的,注意到这里的结

果同样对含时情况有效．将量子态从时刻t到t＋δt
的演化表示为

ρk(t＋δt)＝Ek(ρk(t)), (５１)
其中,k＝I,N 分别对应理想和有噪声情况．为了通

过有噪声演化过程 E I 模拟理想的演化过程 EN ,可
以通过式(５２)实施准概率方法:

E I ＝EREN , (５２)
其中,ER 为恢复算符,其可以分解为

ER ＝∑
i
qiBi＝τR∑

i
sgn(qi)piBi, (５３)

其中,τR ＝ ∑
i

qi ,pi＝|qi|∕τR ,Bi 为单量子比

特算符直积．为了模拟在时间 T 内的整个演化过

程,我们可以通过在每一个时间间隔υ实施一次恢

复操作 ER ．故而,共需要实施 T∕υ 次操作,代价为

Ctot＝ET∕υ
R ．

注意到,对于模拟量子模拟,持续地实施式(５３)
恢复操作会带来过高的开销．每一个小时间段δt内

所实施的恢复操作接近全等算符．这里,我们可以使

用蒙特卡洛方法在整个过程中随机地加入强恢复操

作,类似于随机薛定谔方程．
３．１１　量子错误缓解方法的组合

在３．８节的讨论中,我们已经提及不同量子错

误缓解方法间的结合可以弥补特定方法的缺陷．这
里,我们就３种不同的方法结合[３７]进行讨论．

１)对称性验证与外推法结合

对称性验证方法无法识别能够保持系统对称性

的错误,这些错误与对称性检测算符相互对易,称之

为对易错误(commutingerror),而其他错误称之为

反对易错误(antiＧcommutingerror)．而与对称性检

测算法反对易的错误经过偶数次的出现与积累,其
也会与检测算符相互对易．为了增加算法的错误缓

解能力,一种方法是将其与外推法结合．假设对观测

量Z 在错误率为ε下对称性检测后得到的观测期望

值为􀎮Z􀎯sym(ε),使用外推法可以进一步缓解对称性

检测后仍然存在的与检测算符对易的错误:

􀎮Z􀎯est＝
λ􀎮Z􀎯sym(ε)－􀎮Z􀎯sym(λε)

λ－１ ． (５４)

这里采用线性外推法．数值上,该方法被 McArdle
等人[２３]验证．并且,Cai[３８]讨论了该方法在 Hubbard
VQE算法中的应用．

２)准概率方法与外推法结合

我们也可以使用准概率方法与外推法结合[３８]．
这种情况下,我们不使用准概率方法来缓解所有类

型的错误,而是在不改变噪声信道形式的情况下实

现对噪声率的压制．从而,我们可以获得在不同噪声

大小的测量期望值,并使用外推法获得理想测量期

望值．相较于一般的外推法,我们不需要在量子设备

上通过实验手段获得不同噪声率情况下的测量值,
且由于可以降低而非增加噪声率,我们可以获得更

低的估计误差．代价是引入准概率方法会产生更高

的采样需要．发现这２种方法的结合可以用于缓解

连续过程的物理和模型估计误差[３７]．
３)准概率与对称性验证方法结合

本节１)讨论到对称性验证方法无法检测到与

对称性检测算符对易的错误．通过引入准概率方法,
我们可以通过改变噪声信道的形式,从而改变错误

与对称性检验算符的对易性,实现更好的效果．在实

施准概率方法的过程中,额外加入的量子门可能会

与对称性检验算符反对易,故而,我们需要相应改变

结果的对称性．准概率方法用于缓解线路中的反对

易错误．在此之后,若线路中剩下的反对易错误为奇

数个,则会被对称性验证方法检验并纠正;若存在偶

数个,则无法检测．
使用ν代表系统经过准概率方法作用后剩余的

错误数量,而后通过式(１１)可以获得这种情况下系

统观测量的期望值为

􀎮Z􀎯(ν)＝e－ν∑
¥

k＝０

νk

k!􀎮Z􀎯k, (５５)

其中,􀎮Z􀎯k 为观测量在量子线路中存在k 个错误情

况下的期望值．
通过３．１节２)中对指数外推法的讨论,可知观

测量遵从指数衰减曲线:
􀎮Z􀎯(ν)＝􀎮Z􀎯(０)e－Γdν, (５６)

假定􀎮Z􀎯(ν)与理想情况测量值􀎮Z􀎯(０)满足:
􀎮Z􀎯k＝􀎮Z􀎯(０)(１－Γd)k, (５７)
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其中,０≤Γd≤１．可知在实施对称性验证方法后,量
子线路中仅可能存在偶数个非对易错误,给定下列

观测结果:

􀎮Z􀎯e ＝
１

cosh(ν)∑偶数k

νk

k!􀎮Z􀎯k ＝

cosh((１－Γd)ν)
cosh(ν) 􀎮Z􀎯(０), (５８)

其中,对概率分布的归一化常数由e－ν变为 １
cosh(ν)．

所以,经过对称性验证后的结果􀎮Z􀎯e 总是比式(５６)
中􀎮Z􀎯(ν)更接近􀎮Z􀎯(０)．

４　量子错误缓解技术未来发展方向

以测量错误减少和准概率方法等为代表的错误

缓解技术,面向特定的量子信道,通过严格推导可以

达到对错误形成有保证的缓解效果．然而,实践过程

中,一方面,这类方法依赖错误的形式,故需要实施

具有高开销的态和信道层析技术;另一方面,真实设

备中错误的来源多种多样,很难通过严格的推导实

现对所有类型错误的缓解．而类似于外推法等方法,
没有利用错误本身的信息,导致达到理想精度的错

误缓解效果一般需要高度的计算资源．机器学习算

法为这种两难的困境提出了一大出路．理由是机器

学习算法具有强大的模式识别的能力[３９],能够从训

练数据中学习到系统噪声对理想测量期望值的改变

模式,故使得机器学习算法在这一方面具有更高的

灵活性:既可以用于各类特定形式的量子信道中,也
可以对实验数据进行处理．故而,未来在量子错误缓

解领域更多机器学习算法的进入值得期待．并且,机
器学习算法的开销主要集中于训练阶段,当完成训

练后可以使用训练好的模型低成本地推断各类情况

下的错误缓解结果．
除此以外,利用计算任务本身特性的错误缓解

算法展现出具有优势的表现,如３．６节的 N 阶可表

示性[３１]．在近期量子计算任务中,量子模拟求解化

学、物理体系的基态及动力学过程等成为最受瞩目

的分支之一,值得期待的是未来更多面向特定物理、
化学体系的错误缓解算法的提出．这有赖于在传统

凝聚态物理、量子多体物理和量子化学领域对体系

的知识积累,利用相应的认识和见解,可以获得理想

结果所存在的子空间,从而对量子态施加除了对称

性验证以外更为具体的限制以约束结果到相应子空

间．可以预见,对物理、化学体系信息的更充分利用

可以带来更加稳定的结果表现以及在算法开销上的

优势．

５　结束语

我们通过量子模拟,引入和介绍了量子错误缓

解技术的重要性:在 NISQ时代,通过插入特定量子

门到量子线路中和经典后处理,量子错误缓解保证

了即便存在噪声,较浅量子线路也可以有效实施．并
且,量子错误缓解方法可以延伸到连续的量子过程

中,为实施定量的模拟量子计算提出了一定的可能

性．故而,错误缓解方法成为发挥近期量子计算机能

力的必不可少的元素．
本文还对量子错误缓解的未来可能发展方向进

行了讨论．我们认为量子错误缓解的发展具有巨大

的潜力．由于实验上可以控制的量子比特数目,量子

错误缓解将作为量子纠错的过度技术而存在,且为

各类量子算法的实施提供保障．特别地,IBM 等行业

巨头在提供量子计算机云服务的同时,都考虑使用

相应量子错误缓解技术作为实施算法的必要选项．
注意到,机器学习算法在与量子纠错方法的结合中

经历了相对较长时间、多种形式的发展,包括受限玻

尔兹曼机、卷积神经网络和强化学习等[４０Ｇ４２]．而目

前,量子错误缓解技术在此领域仍存在大量未探索

方向．
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