
计算机研究与发展 DOI:１０．７５４４∕issn１０００Ｇ１２３９．２０２１０５３９
JournalofComputerResearchandDevelopment ５９(９):２０６６２０７４,２０２２

　收稿日期:２０２１－０６－０３;修回日期:２０２１－０９－２９

　基金项目:国家自然科学基金项目(６２０７２２９４,６１９７２２３８,６１８０６１１６);山西省重点研发计划(国际科技合作)项目(２０１８０３D４２１０２４,２０１９０３D４２１０４１)

ThisworkwassupportedbytheNationalNaturalScienceFoundationofChina(６２０７２２９４,６１９７２２３８,６１８０６１１６)andtheKey

ResearchandDevelopmentProgramofShanxiProvince(InternationalCooperation)(２０１８０３D４２１０２４,２０１９０３D４２１０４１)．

　通信作者:李德玉(lidysxu＠１６３．com)

含参模糊决策蕴涵

王　琪１
　李德玉１,２

　翟岩慧１,２
　张少霞１

１(山西大学计算机与信息技术学院　太原　０３０００６)
２(计算智能与中文信息处理教育部重点实验室(山西大学)　太原　０３０００６)
(chai_yanhui＠１６３．com)

ParameterizedFuzzyDecisionImplication

WangQi１,LiDeyu１,２,ZhaiYanhui１,２,andZhangShaoxia１

１(SchoolofComputerandInformationTechnology,ShanxiUniversity,Taiyuan０３０００６)
２(KeyLaboratoryofComputationalIntelligenceandChineseInformationProcessing(ShanxiUniversity),Ministryof
Education,Taiyuan０３０００６)

Abstract　Intelligentdecisionmakingisanimportantpartofartificialintelligence．Informalconcept
analysis,decisionisrepresentedbydecisionimplicationindecisioncontext,whilefuzzydecision
implicationisbasedonfuzzydecisioncontext,whosepremiseandconclusionareconditionattributes
and decision attributes respectively．Fuzzy decision implication exhibits a wider application
significance,becauseitcanavoidthefuzzyattributeimplicationsthatoccurbetweencondition
attributesandbetweendecisionattributes．Deterministic,unadjustableknowledgeacquisitionispoorly
adaptivetopracticalapplications．Therefore,weneedtoexpandunadjustableknowledgediscovery
methodstoparameterizedadjustableknowledgediscoverymethods．Astwokindsofparameterized
strategies,hedgesandthresholdsplayanimportantroleintheresearchofformalconceptanalysis
withfuzzyattributes．Existingfuzzydecisionimplication modelsonlytakeintoaccountthehedge
operator,whichispoorintunability,andtheparameterizedstrategythatconsidersthethresholdis
lessstudied．Thus,inourpaper,completeresiduallatticeisusedasthereferenceframe,andthetwo
parameterizedstrategiesofhedgeandthresholdareintroducedintofuzzydecisionimplication．We
studythesemanticaspectandprovesomebasicproperties．Thenweputforwardthreeinferencerules
forparameterizedfuzzydecisionimplicationbasedknowledgereasoningandshowtheirrationalityand
completeness．Accordingtotheresultsobtained,inreallife,usersmaychooseappropriatehedgeand
thresholdtoacquireknowledge,thusenhancingthetunabilityandapplicationvalueoffuzzydecision
implication．

Keywords　formalconceptanalysis;parameterizedfuzzydecisionimplication;parameterize;fuzzy
logic;fuzzydecisionimplication

摘　要　智能决策是人工智能的重要组成部分．在形式概念分析中,决策表现为决策背景上的决策蕴涵,
模糊决策蕴涵则是建立在模糊决策背景上的决策蕴涵,其前件和后件分别为条件属性和决策属性．因为

模糊决策蕴涵可以避免条件属性之间和决策属性之间生成模糊属性蕴涵,因而具有更广泛的应用意义．



确定化、无调节的知识获取方式对实际应用的适应性差．因此,需要将不可调节的知识发现方式拓展到

参数化可调节的知识发现方式．语气真值算子和阈值作为２种参数化策略在具有模糊属性的形式概念

分析中发挥着重要的作用．现有的模糊决策蕴涵模型仅考虑到语气真值算子的可变,可调节性较差,考

虑阈值参数化策略的研究较少．以完备剩余格为参考框架,将语气真值算子和阈值２种参数化策略引入

模糊决策蕴涵,提出含参模糊决策蕴涵,研究其语义特征,证明一些基本性质,并提出３条推理规则,证

明其合理性和完备性．在实际生活中,用户可以选择合适的阈值来获取需要的知识,并且可以使用推理

规则来进行知识推理,提升模糊决策蕴涵的可调节性和应用价值．

关键词　形式概念分析;含参模糊决策蕴涵;参数化;模糊逻辑;模糊决策蕴涵
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　　在哲学视角下,概念由外延和内涵２个部分组

成,外延被定义为属于这个概念的所有对象的集合,
而内涵则是所有这些对象所共有的特征(属性)集
合．１９８２年,Wille等人[１]基于此提出了形式概念分

析(formalconceptanalysis,FCA)理论．该理论根

据概念之间的包含关系构成的概念格来反映数据的

代数结构．近年来,FCA 以其具有坚实的数学理论

支撑、获取的知识层次清晰且逻辑性强等优点,逐渐

吸引了广大研究者的兴趣[２Ｇ１５]．目前,FCA已经广泛

应用于机器学习[２]、软件工程[３]、社会网络分析[４]、概
念认知学习[５Ｇ６]、知识获取[７]和知识约简[８]等领域．

产生式规则是知识的主要表现形式,FCA 对知

识获取的研究就是对蕴涵的研究．由于获得的蕴涵

数量庞大,无法满足用户的需求,因此如何获得完备

的无冗余的蕴涵成为研究热点．Ganter等人[１]研究

了蕴涵的语义特征和语构特征,并且给出一种在所

有蕴涵基中蕴涵个数最少的蕴涵基,称为自然基．文
献[１６]进一步从逻辑角度出发,提出了一种用于判

别蕴涵集是否为完备集的充要条件,并且给出一种

生成蕴涵完备集的算法．
为了进一步减少蕴涵的数目,Qu等人通过限

制蕴涵的前件和后件分别为条件属性和决策属性提

出了决策蕴涵的概念[１７],并完整讨论了决策蕴涵的

逻辑特征[１８]．基于决策蕴涵的逻辑研究,文献[１９]
提出了决策前提的概念,并据此生成一种完备无冗

余且最优的知识基:决策蕴涵规范基．文献[２０]对决

策蕴涵与粒规则[２１]和概念规则[２２]进行了比较研

究,发现与决策蕴涵相比,粒规则和概念规则存在信

息损失．另外,文献[２３]也从逻辑角度研究了具有支

持度和可信度的决策蕴涵．文献[２４]将决策蕴涵拓

展到模糊形式背景上,提出了模糊决策蕴涵的概念,
并讨论其语义特征和语构特征．文献[２５]提出模糊

决策蕴涵规范基的概念,并证明模糊决策蕴涵规范

基的完全性、无冗余性和最优性．

模糊决策蕴涵可以基于语气真值算子(hedge)
进行简化知识[２４Ｇ２５],但并没有考虑阈值这一参数化

策略．在现实生活中,阈值在简化知识方面具有重要

的作用．例如,在知识“如果１个女性年轻的程度超

过０．８,那么该用户喜欢爱情喜剧类电影的程度将会

超过０．５”中,０．８和０．５均为阈值,但模糊决策蕴涵

理论并不适用挖掘此类具有阈值的知识．事实上,模
糊决策蕴涵理论只能挖掘诸如“年轻女性喜欢爱情

喜剧类电影”不带有阈值的知识,其中年轻和爱情喜

剧类均为模糊集．可以发现,模糊决策蕴涵仅仅是阈

值为１时的特例,因此,研究含有阈值的模糊决策蕴

涵不仅具有应用意义,而且具有理论意义,即含有阈

值的模糊决策蕴涵是模糊决策蕴涵的扩展理论．
本文对模糊决策蕴涵进行拓展,定义了含参模

糊决策蕴涵,并研究了其语义特征和语构特征．

１　模糊逻辑

本节简要介绍相关的基础背景知识．
定义１[２６]．在Pavelka逻辑中,真值结构是形如

(L,∧,∨,􀱋,→,０,１)的完备剩余格,满足３个性质:

１)(L,∧,∨,０,１)是以０和１为最小元和最大

元的完备格;

２)(L,􀱋,１)为交换幺半群,即􀱋满足交换律

和结合律,且有∀a∈L,a􀱋１＝１􀱋a＝a;

３)􀱋,→为伴随对,满足伴随条件a􀱋b≤c当

且仅当a≤b→c,其中a,b,c∈L．
运算􀱋,→分别表示模糊合取和模糊蕴含,L 中

的元素称为真实度．
常见的完备剩余格的例子是单位区间[０,１],∧

和∨运算分别是最小值和最大值．３个单位区间上

重要的伴随对如下．
Łukasiewicz:

a􀱋b＝max(a＋b－１,０),
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a→b＝min(１－a＋b,１)．
Godel:

a􀱋b＝min(a,b),

a→b＝
１,a≤b,

b,a＞b．{
Goguen:

a􀱋b＝a􀅰b,

a→b＝
１,a≤b,

b
a

,a＞b．

ì

î

í

ïï

ïï

语气真值算子(hedge)可以增加推理的灵活性．
定义２[２４]．模糊集L 上的语气真值算子定义为

映射∗:L→L,满足:
１)１∗ ＝１,a∗ ≤a,
２)(a→b)∗ ≤a∗ →b∗ ,
３)a∗∗ ＝a∗ ,

其中,a,b∈L．
最大的语气真值算子为Identity,即对任意的

a∈L,都有a∗ ＝a．
最小的语气真值算子为 Globalization,即

a∗ ＝
１,a＝１,

０,其他．{
性质１[２４]．完备剩余格主要具有１０条性质．对

于a,b,c,yi∈L:
１)a≤b⇔a→b＝１;

２)a≤b→c⇔b≤a→c;
３)(a􀱋b)→c＝(a→(b→c));
４)a→∧yi＝∧(a→yi);
５)１→a＝a;

６)a􀱋(a→b)≤b;
７)a≤(b→(a􀱋b));

８)a∗ 􀱋b∗ ＝(a􀱋b)∗ ;
９)a≤(b→(a􀱋b))∗ ;
１０)a􀱋∨yi＝∨(a􀱋yi)．
定义３[２４]．模糊集A 是定义在论域X 上的一

个映射,它赋予每个x∈X 一个隶属度A(x)∈L．
论域X 上的所有模糊集记为LX．

定义４[２４]．LＧ模糊集之间的包含关系定义为

S(A,B)＝ ∧
x∈X

(A(x)→B(x))．

性质２[２４]．模糊集之间的包含关系主要有４个

性质:

１)a→S(A,B)＝S(a􀱋A,B)＝S(A,a→B);

２)S(A∪B,C)＝S(A,C)∧S(B,C);
３)S(A,B∩C)＝S(A,B)∧S(A,C);

４)S(A,B)􀱋S(B,C)≤S(A,C)．

２　含参模糊决策蕴涵的语义、语构及其性质

类似于模糊决策蕴涵[２４],含参模糊决策蕴涵的

研究内容包括语义和语构２个方面．
１)语义方面的研究包括:①含参模糊决策蕴涵

的合理性,即含参模糊决策蕴涵是否合法;②含参模

糊决策蕴涵的无冗余性,即含参模糊决策蕴涵能否

被其他含参模糊决策蕴涵导出;③含参模糊决策蕴

涵的完备性,即含参模糊决策蕴涵是否包含完整的

信息．
２)语构方面的研究包括:①推理规则的合理

性,即含参模糊决策蕴涵能否使用推理规则得出;②
推理规则的完备性,即是否能用这些推理规则推出

所有可能的含参模糊决策蕴涵．
２．１　含参模糊决策蕴涵的语义特征

本文使用Bělohlávek等人[１４]提出的同时考虑

阈值和语气真值算子的概念构成算子,并将其引入

到模糊决策蕴涵中．
定义５．C∪D 上的含参模糊决策蕴涵为公式

A⇒B,其中A∈LC,B∈LD 分别是条件属性和决

策属性的模糊集．设模糊属性集T∈LC∪D,TC＝{t∕
l∈T|t∈T∩C},TD ＝{t∕l∈T|t∈T∩D},则其

对含参模糊决策蕴涵A⇒B 的满足程度定义为

‖A⇒B‖δ
T＝(δ１→S(A,TC))∗ →(δ２→

S(B,TD))＝S (δ１􀱋A,TC)∗ →S(δ２􀱋B,TD),
其中,δ＝(δ１,δ２)∈L×L,δ１ 和δ２ 是２个阈值参数．

在定义５中,S(A,TC)表示TC 包含A 的程

度,δ１→S(A,TC)表示TC 包含A 的程度至少是δ１

的程度,因此‖A⇒B‖δ
T 表示命题“若TC 含有A 的程

度至少为δ１ 是非常正确的,则TD 含有B 的程度至

少为δ２”的真实度．因此,δ１ 和δ２ 作为阈值影响了

A⇒B 在T 上的真实度．当语气真值算子取Identity
时,含参模糊决策蕴涵为S(δ１􀱋A,TC)→S(δ２􀱋B,

TD),特别当‖A⇒B‖δ
T ＝１时,S(δ１􀱋A,TC )≤

S(δ２􀱋B,TD),换句话说,“TD 含有B 的程度至少

为δ２”的程度大于等于“TC 含有A 的程度至少为δ１”
的程度．另当语气真值算子取 Globalization,‖A⇒
B‖δ

T＝１时,有当S(δ１􀱋A,TC)＝１时,S(δ２􀱋B,

TD)＝１,即当TC 含有A 的程度至少为δ１ 时,TD

含有B 的程度至少为δ２．选择不同的语气真值算子,
可以得到含参模糊决策蕴涵的不同解读．

另外,当δ１＝δ２＝１时,‖A⇒B‖δ
T 等价于不含参

数的模糊决策蕴涵[２４]．当δ１＝δ２＝０时,‖A⇒B‖δ
T
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表示下列命题的真实度:若TC 含有A 的程度至少

为０是非常正确的,则TD 含有B 的程度至少为０．
由模糊集的包含度的定义可知,包含度始终大于

等于０,因 此 当δ１＝δ２＝０ 时,对于任意的 T 有

‖A⇒B‖δ
T＝１．

例１．令L＝{０,０．２５,０．５,０．７５,１},C＝{s,l},

D＝{f,n},δ１＝δ２＝０．５,使用 Łukasiewicz伴随对

和Identity语气真值算子,令
A⇒B＝{０．５∕s,０．５∕l}⇒{０．５∕f,０．５∕n},

T＝{０．７５∕s,０∕l,０．２５∕f,０．５∕n},

TC＝{０．７５∕s,０∕l},

TD＝{０．２５∕f,０．５∕n},
则

‖A⇒B‖δ
T＝(０．５→((０．５→０．７５)∧

(０．５→０)))∗ →(０．５→((０．５→０．２５)∧
(０．５→０．５))＝１．

这表明数据T 满足含参模糊决策蕴涵“若对象

含有属性s和l的程度均超过０．５,则其含有属性f
和n 的程度也均超过０．５”的程度为１．

定理１．设模糊属性集T∈LC ×LD,含参模糊

决策蕴涵为A⇒B,A∈LC,B∈LD,则有

‖A⇒B‖δ
T＝‖A⇒B‖１

(δ１→TC)∪(δ２→TD)＝
δ２→‖δ１􀱋A⇒B‖１

T．
证明．由定义５及伴随对的性质容易证明该结

论成立． 证毕．
定理１的第１个等式表明,在阈值δ＝(δ１,δ２)

下,数据T 满足含参模糊决策蕴涵的程度与(δ１→
TC)∪(δ２→TD)满足模糊决策蕴涵的程度相同．定
理１的第２个等式表明,数据T 满足含参模糊决策

蕴涵的程度等于数据T 满足前件为δ１􀱋A、后件为

B 的模糊决策蕴涵的程度超过δ２ 的程度．
可以发现,当δ２＝０时,δ２→‖δ１􀱋A⇒B‖１

T＝１,这
说明当阈值δ２＝０时,模型T 满足任意含参模糊决

策蕴涵．其他情况时,模型T 满足含参模糊决策蕴

涵的程度与δ２ 呈现反单调性、与δ１ 呈现单调性．
定理２．设模糊属性集T∈LC∪D,则对含参模

糊决策蕴涵A⇒B,A∈LC,B∈LD 有

‖A⇒B‖δ
T＝∨{c∈L|‖A⇒c􀱋B‖δ

T＝１}．
证明．由定理１以及文献[２２]中定理１的证明

可证． 证毕．
定义６．T＝{T１,T２,􀆺,Tn}⊆LC∪D 满足含参

模糊决策蕴涵A⇒B,A∈LC,B∈LD 的程度定

义为

‖A⇒B‖δ
T＝∧{‖A⇒B‖δ

Ti|Ti∈T}．

定义６表明,含参模糊决策蕴涵在数据集T 中

成立的程度是其在所有数据中Ti∈T 成立程度的

最小值．
定义７．设L 为含参模糊决策蕴涵集,L 的所有

模型定义为

Modδ(L)＝{T∈LC×LD|L(A⇒B)≤
‖A⇒B‖δ

T},
其中,L(A⇒B)是A⇒B 属于L 的程度．含参模糊

决策蕴涵从L 中语义导出的程度定义为

‖A⇒B‖δ
L＝‖A⇒B‖δ

Modδ(L),
即A⇒B 从L 导出的程度等于L 的全部模型满足

A⇒B 的程度．
例２．令含参模糊决策蕴涵集L 为

L＝{({０．５∕s,０．２５∕l}⇒{０．２５∕f,０．５∕n})∕０．７５,
({０∕s,０．５∕l}⇒{０．５∕f,０∕n})∕０．７５},

令δ１＝δ２＝０．５．对于T＝{０．５∕s,０∕l,０∕f,０．５∕n},使
用Łukasiewicz伴随对和Identity语气真值算子计

算可得

‖{０．５∕s,０．２５∕l}⇒{０．２５∕f,０．５∕n}‖δ
T＝１≥０．７５,

‖{０∕s,０．５∕l}⇒{０．５∕f,０∕n}‖δ
T＝１≥０．７５．

可以发现,T 满足L 中含参模糊决策蕴涵的程

度均为１,从而T 是L 的模型．
定理３．对于含参模糊决策蕴涵集L 和含参模

糊决策蕴涵A⇒B,A∈LC,B∈LD 有

１)Modδ(L)＝{T|(δ１→TC)∪(δ２→TD )∈
Mod１(L)};

２)‖A⇒B‖１
L≤‖A⇒B‖δ

L≤‖A⇒B‖(δ１,０)
L ＝１;

３)‖A⇒B‖１
L＝∧δ∈L×L‖A⇒B‖δ

L．
证明．类似于文献[２２]可证． 证毕．
定理３的１)和２)相当于定理１的第１个等式

的推论,定理３的３)是２)的推论．值得注意的是,由
定理３的２)并不能得出含参模糊决策蕴涵的语义

导出程度关于参数δ 是递减的,只能得出该语义导

出程度的２个极值．参数的引入,使得语义导出程度

的变化更加复杂,不再是单纯的单调．
定义８．含参模糊决策蕴涵集L 是封闭的,若对

任意的A⇒B,‖A⇒B‖δ
L ＝L(A⇒B)．设L 是封闭

的,D ⊆L,若 对 任 意 的 A ⇒B 有‖A ⇒B‖δ
D ＝

‖A⇒B‖δ
L,则称D 相对于L 是完备的．若D 的任意

真子集是不完备的,则称D 是无冗余的．
给定一个条件属性模糊集以及参数δ１ 和δ２,

该条件属性模糊集可以从给定的含参模糊决策蕴涵

集中得出的所有结论,即该条件属性模糊集的闭包．
定义９．对于含参模糊决策蕴涵集L 和A∈

LC,定义A 相对于L 的闭包为
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AL
δ ＝∪{L(A１⇒B１)􀱋S(δ１􀱋A１,A)∗ 􀱋B１|

A１∈LC,B１∈LD}．
例３．设 A＝{０．５∕s,０∕l},δ１＝δ２＝０．５,使用

Łukasiewicz伴随对和Identity语气真值算子．令
L＝{(A１⇒B１)∕０．７５,(A２⇒B２)∕０．７５}＝
{({０．５∕s,０．２５∕l}⇒{０．２５∕f,０．５∕n})∕０．７５,

({０∕s,０．５∕l}⇒{０．５∕f,０∕n})∕０．７５},
则

L(A１⇒B１)􀱋S(δ１􀱋A１,A)∗ 􀱋B１＝
０．７５􀱋１􀱋B１＝{０∕f,０．２５∕n},

L(A２⇒B２)􀱋S (δ１􀱋A２,A)∗ 􀱋B２＝{０∕f,０∕n}．
对于不在模糊决策蕴涵集中的模糊决策蕴涵,有

L(A１⇒B１)􀱋S(δ１􀱋A１,A)∗ 􀱋B１＝
０􀱋S(δ１􀱋A１,A)∗ 􀱋B１＝{０∕f,０∕n},

因此AL
δ ＝{０∕f,０．２５∕n}．

定理４．对于含参模糊决策蕴涵集L 和A∈
LC,有A∪(δ２􀱋AL

δ)∈Modδ(L)．
证明．对于任意的A１⇒B１∈L,记

c＝L(A１⇒B１)􀱋S (δ１􀱋A１,A)∗ ,
显然有

(c􀱋B１(u)􀱋δ２)→(c􀱋B１(u)􀱋δ２)＝１．
由性质１的结论３)和４)有

(c􀱋B１􀱋δ２)→(c􀱋B１􀱋δ２)＝
c→S(δ２􀱋B１,δ２􀱋c􀱋B１)＝１,

从而c≤S(δ２􀱋B１,δ２􀱋c􀱋B１),即

L(A１⇒B１)􀱋S(δ１􀱋A１,A)∗ ≤
S(δ２􀱋B１,δ２􀱋L(A１⇒B１)􀱋

S(δ１􀱋A１,A)∗ 􀱋B１)．
又因为

δ２􀱋AL
δ ⊇δ２􀱋L(A１⇒B１)􀱋

S(δ１􀱋A１,A)∗ 􀱋B１,
从而可得

L(A１⇒B１)􀱋S (δ１􀱋A１,A)∗ ≤
S(δ２􀱋B１,δ２􀱋AL

δ),
即

L(A１⇒B１)≤S (δ１􀱋A１,A)∗ →
S(δ２􀱋B１,δ２􀱋AL

δ),

因此A∪(δ２􀱋AL
δ)∈Modδ(L)． 证毕．

例４．(续例３)令A＝{０．５∕s,０∕l},由例３可得

T０＝A∪(δ２􀱋AL
δ)＝{０．５∕s,０∕l,０∕f,０∕n},

对于L 中的含参模糊决策蕴涵有

‖{０．５∕s,０．２５∕l}⇒{０．２５∕f,０．５∕n}‖δ
T０＝１≥０．７５,

‖{０∕s,０．５∕l}⇒{０．５∕f,０∕n}‖δ
T０

＝１≥０．７５,

因此有T０∈Modδ(L)． 证毕．

定理５．对于含参模糊决策蕴涵集L 和条件属

性模糊集A∈LC,有‖A⇒(δ１􀱋A)Lδ‖δ
L＝１．

证明．对于任意的T∈Modδ(L)和A１⇒B１ 有

L(A１⇒B１)≤‖A１⇒B１‖δ
T＝

S(δ１􀱋A１,TC)∗ →S(δ２􀱋B１,TD),
由伴随对的性质有

L(A１⇒B１)􀱋S(δ１􀱋A１,TC)∗ ≤
S(δ２􀱋B１,TD)⇔L(A１⇒B１)􀱋

S(δ１􀱋A１,TC)∗ →
S(δ２􀱋B１,TD)＝１．

由性质１的结论８)和性质２的结论４)有

S(δ１􀱋A１,δ１􀱋A)∗ 􀱋
S(δ１􀱋A,TC)∗ ≤S(δ１􀱋A１,TC)∗ ,

两边同乘L(A１⇒B１)可得

L(A１⇒B１)􀱋S(δ１􀱋A１,δ１􀱋A)∗ 􀱋S(δ１􀱋
A,TC)∗ ≤L(A１⇒B１)􀱋S(δ１􀱋A１,TD)∗ ,

由→的性质有

L(A１⇒B１)􀱋S(δ１􀱋A１,δ１􀱋A)∗ 􀱋
S(δ１􀱋A,TC)∗ →S(δ２􀱋B１,TD)≥
L(A１⇒B１)􀱋S(δ１􀱋A１,TC)∗ →

S(δ２􀱋B１,TD)＝１,
从而

L(A１⇒B１)􀱋S(δ１􀱋A１,δ１􀱋A)∗ 􀱋
S(δ１􀱋A,TC)∗ ≤S(δ２􀱋B１,TD),

由性质１的结论３)有

S(δ１􀱋A,TC)∗ ≤L(A１⇒B１)􀱋
S(δ１􀱋A１,δ１􀱋A)∗ →

S(B１,δ２→TD)＝
S(δ２􀱋L(A１⇒B１)􀱋

S(δ１􀱋A１,δ１􀱋A)∗ 􀱋B１,TD),
由性质２的２)和性质１的４),上式等价于

S(δ１􀱋A,TC)∗ ≤δ２→S(∪
A１⇒B１

L(A１⇒B１)􀱋

S(δ１􀱋A１,δ１􀱋A)∗ 􀱋B１,TD),
由定义９可得

S(δ１􀱋A,TC)∗ ≤δ２→S(∪
A１⇒B１

L(A１⇒B１)􀱋

S(δ１􀱋A１,δ１􀱋A)∗ 􀱋B１,TD)＝
S(δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ ,TD),

从而

S (δ１􀱋A,TC)∗ →
S(δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ ,TD)＝１,

即

‖A⇒(δ１􀱋A)Lδ‖
δ
Modδ(L)＝１． 证毕．

定理５表明,在含参模糊决策蕴涵集中,A⇒
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(δ１􀱋A)Lδ 是恒成立的规则,这条规则不涉及δ２ 的

取值．
定理６．对于含参模糊决策蕴涵集L,可得

Modδ(L)＝{A∪􀭿A|A∈LC,􀭿A∈LD,δ２􀱋AL
δ ⊆􀭿A}．

证明．由定理４容易得

Modδ(L)⊇{A∪(δ２􀱋AL
δ)|A∈LC},

对于􀭿A⊇δ２􀱋AL
δ 和任意的A１⇒B１,有

S(δ２􀱋B１,δ２􀱋AL
δ)≤S(δ２􀱋B１,􀭿A),

进而

L(A１⇒B１)≤‖A１⇒B１‖δ
A∪(δ２􀱋AL

δ )≤

‖A１⇒B１‖δ
A∪􀭿A ,

从而A∪􀭿A 是L 的模型,即
Modδ(L)⊇{A∪􀭿A|A∈LC,􀭿A∈LD,δ２􀱋AL

δ ⊆􀭿A}．
反过来,设T∈Modδ(L),有

L(A１⇒B１)≤S(δ１􀱋A１,TC)∗ →
S(δ２􀱋B１,TD)⇔L(A１⇒B１)􀱋

S(δ１􀱋A１,TC)∗ ≤S(δ２􀱋B１,TD)⇔
L(A１⇒B１)􀱋S(δ１􀱋A１,TC)∗ ≤
δ２􀱋B１(d)→TD(d),∀d∈D

⇔L(A１⇒B１)􀱋S(δ１􀱋A１,TC)∗ 􀱋
δ２􀱋B１(d)≤TD(d),∀d∈D⇔
L(A１⇒B１)􀱋S (δ１􀱋A１,TC)∗ 􀱋

δ２􀱋B１⊆TD,
从而δ２􀱋(TC)Lδ ⊆TD．

令A＝TC,􀭿A＝TD,则

　T＝A∪􀭿A∈{A∪􀭿A,A∈LC,􀭿A⊇δ２􀱋AL
δ}．证毕．

定理６表明,A∪(δ２􀱋AL
δ)是以A 为条件部分

的模型中的最小模型,因此,任何结论小于(δ２􀱋
AL

δ)的数据都不是含参模糊决策蕴涵集的模型．
例５．设C＝{a},D＝{z},真值结构采用L＝

{０,０．２５,０．５,０．７５,１},δ１ ＝０．７５,δ２ ＝１,采 用

Łukasiewicz算子和Identity语气真值算子．设含参

模糊决策蕴涵集为L＝{{１∕a}⇒{１∕z}∕１}．计算闭包

及其模型如表１所示:

Table１　ClosureandModels
表１　闭包及其模型

A δ２􀱋AL
δ

{０∕a} {０．２５∕z}

{０．２５∕a} {０．７５∕z}

{０．５∕a} {０．７５∕z}

{０．７５∕a} {０．７５∕z}

{１∕a} {１∕z}

　　因此有

Modδ(L)＝{{０∕a,０．２５∕z},{０∕a,０．５∕z},
{０∕a,０．７５∕z},{０∕a,１．０∕z},{０．２５∕a,０．７５∕z},
{０．２５∕a,１∕z},{０．５∕a,０．７５∕z},{０．５∕a,１∕z},
{０．７５∕a,０．７５∕z},{０．７５∕a,１∕z},{１∕a,１∕z}}．

令T＝{０．５∕a,０∕z},计算有‖A⇒B‖δ
T ＝０．２＜１,所

以T 不是该决策蕴涵集的模型．
定理７．对于含参模糊决策蕴涵集L 和含参模

糊决策蕴涵A⇒B,有

‖A⇒B‖δ
T＝S(δ２􀱋B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ)．

证明．由定理４可知(δ１􀱋A)∪(δ２􀱋(δ１􀱋

A)Lδ)是L 的模型．由定义９可知

‖A⇒B‖δ
L＝∧T∈Modδ(L)‖A⇒B‖δ

T≤

‖A⇒B‖δ
(δ１􀱋A)∪(δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ )＝

S(δ２􀱋B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ)．
另一方面,设T∈Modδ(L),由定理５有

‖A⇒(δ１􀱋A)Lδ‖δ
T＝１,

即

S (δ１􀱋A,TC)∗ →S(δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ ,TD)＝１,
因此

S (δ１􀱋A,TC)∗ ≤S(δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ ,TD),
从而由性质２的结论４)可知

S(δ２􀱋B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ)􀱋

S(δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ),TD)≤S(δ２􀱋B,TD),
因此

S(δ２􀱋B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ)􀱋
S(δ１􀱋A,TC)∗ ≤S(δ２􀱋B,TD),

等价于

S(δ２􀱋B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ)≤
S(δ１􀱋A,TC)∗ →S(δ２􀱋B,TD),

即S(δ２􀱋B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ )≤‖A⇒B‖δ
T．由T 的

任意性有

S(δ２􀱋B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ)≤

∧T∈Modδ(L)‖A⇒B‖δ
T＝‖A⇒B‖δ

L． 证毕．
定理７同时也给出了含参模糊决策蕴涵从含参

模糊决策蕴涵集中导出程度的计算方法．
２．２　含参模糊决策蕴涵的语构特征

依据Pavelka逻辑[２６],给定含参模糊决策蕴涵

构成的模糊集L,其中L(A⇒B)为含参模糊决策蕴

涵A⇒B 的隶属度,可以使用推理规则集 R 进行推

理．R 中的推理规则具有的形式为

􀎮φ１,a１􀎯,􀎮φ２,a２􀎯,􀆺,􀎮φn,an􀎯
􀎮φ,a􀎯 ,
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其中φ１,φ２,􀆺,φn,φ是n＋１条含参模糊决策蕴

涵,a１,a２,􀆺,an,a∈L,ai 可以为L(φi),即φi 的

隶属度,也可以为使用推理规则从含参模糊决策蕴

涵集推导的φi 的程度．
推理规则的含义为:若含参模糊决策蕴涵φi 具

有隶属度或者导出程度ai,i∈{１,２,􀆺,n},则可推

导出程度为a 的含参模糊决策蕴涵φ．
针对含参模糊决策蕴涵,本文提出３条推理规则．
１)含参模糊变换推理规则:

􀎮A⇒B,a􀎯
􀎮A１⇒B１,a􀱋S(δ１􀱋A,δ１􀱋A１)∗ 􀱋S(δ２􀱋B１,δ２􀱋B)􀎯．

２)含参模糊扩增推理规则:
􀎮A⇒B１,１􀎯,􀎮A⇒B２,１􀎯

􀎮A⇒B１∪B２,１􀎯 ．

３)含参模糊转换推理规则:
􀎮A⇒B,a􀎯

􀎮A⇒a􀱋B,１􀎯．

定义１０[２４]．模糊推理规则

􀎮φ１,a１􀎯,􀎮φ２,a２􀎯,􀆺,􀎮φn,an􀎯
􀎮φ,a􀎯

是合理的,若

Mod({a１∕φ１,a２∕φ２,􀆺,an∕φn})＝
Mod({a１∕φ１,a２∕φ２,􀆺,an∕φn,a∕φ})．

定理８．上述３条规则是合理的．
证明．含参模糊变换推理规则:设T 是􀎮A⇒B,

a􀎯的模型,即‖A⇒B‖δ
T ≥a,要证明T 也是􀎮A１⇒

B１,a􀱋S(δ１􀱋A,δ１􀱋A１)∗ 􀱋S(δ２􀱋B１,δ２􀱋B)􀎯
的模型,即证

a􀱋S(δ１􀱋A,δ１􀱋A１)∗ 􀱋S(δ２􀱋B１,δ２􀱋B)≤
‖A１⇒B１‖δ

T＝S(δ１􀱋A１,TC)∗ →
S(δ２􀱋B１,TD),

这等价于证明

a􀱋S(δ１􀱋A,δ１􀱋A１)∗ 􀱋S(δ２􀱋B１,δ２􀱋B)􀱋
S(δ１􀱋A１,TC)∗ ≤S(δ２􀱋B１,TD),

因为‖A⇒B‖δ
T≥a,只需证明

‖A⇒B‖δ
T􀱋S(δ１􀱋A,δ１􀱋A１)∗ 􀱋S(δ２􀱋B１,

δ２􀱋B)􀱋S(δ１􀱋A１,TC)∗ ≤S(δ２􀱋B１,TD),
由性质２的结论４)可得

S(δ２􀱋B１,δ２􀱋B)􀱋S(δ２􀱋B,TD)≤
S(δ２􀱋B１,TD), (１)

另外,由性质１的结论６)有
(S(δ１􀱋A,TC)∗ →S(δ２􀱋B,TD))􀱋
S(δ１􀱋A,TC)∗ ≤S(δ２􀱋B,TD), (２)

联立式(１)和式(２)可得

(S(δ１􀱋A,TC)∗ →S(δ２􀱋B,TD))􀱋
S(δ１􀱋A,TC)∗ 􀱋S(δ２􀱋B１,δ２􀱋B)≤
S(δ２􀱋B,TD)􀱋S(δ２􀱋B１,δ２􀱋B)≤

S(δ２􀱋B１,TD),
上式可变形为

‖A⇒B‖δ
T􀱋S(δ１􀱋A,TC)∗ 􀱋

S(δ２􀱋B１,δ２􀱋B)≤S(δ２􀱋B１,TD),
另外,由性质１的结论６)又有

S(δ１􀱋A,δ１􀱋A１)∗ 􀱋S(δ１􀱋A１,TC)∗ ≤
S(δ１􀱋A,TC)∗ ,

因此可得

‖A⇒B‖δ
T􀱋S (δ１􀱋A,δ１􀱋A１)∗ 􀱋

S (δ１􀱋A１,TC)∗ 􀱋S(δ２􀱋B１,δ２􀱋B)≤
S(δ２􀱋B１,TD),

即有

‖A⇒B‖δ
T􀱋S(δ１􀱋A,δ１􀱋A１)∗ 􀱋S(δ２􀱋B１,

δ２􀱋B)≤S(δ１􀱋A１,TC)∗ →S(δ２􀱋B１,TD),
这说明T 也是􀎮A１⇒B１,a􀱋S (δ１􀱋A,δ１􀱋A１)∗ 􀱋
S(δ２􀱋B１,δ２􀱋B)􀎯的模型． 证毕．

含参模糊扩增推理规则和含参模糊变换推理规

则的合理性证明类似．
对于模糊决策蕴涵集L,重复运用这３条规则,

直到所有含参模糊决策蕴涵的隶属度到达不动点,
记为􀭺L± ．

定义１１．模糊推理规则集相对于语义特征是完

备的,若对于任意含参模糊决策蕴涵集L 和任意的

A⇒B,有􀭺L± (A⇒B)≥‖A⇒B‖L．
定理９．上述３条模糊推理规则相对于含参模

糊决策蕴涵的语义特征是完备的．
证明．设A⇒B 为含参模糊决策蕴涵,要证明

􀭺L± (A⇒B)≥‖A⇒B‖L,只需找到模型 T 证明

􀭺L± (A⇒B)≥‖A⇒B‖δ
T 即可,改写含参模糊变换

推理规则为

􀎮Ai⇒Bi,bi􀎯
􀎮A⇒Bi,bi􀱋S(δ１􀱋Ai,δ１􀱋A)∗ 􀱋S(δ２􀱋Bi,δ２􀱋Bi)􀎯,

其中bi＝L(Ai⇒Bi)．由含参模糊转换推理规则有

􀎮A⇒bi􀱋S (δ１􀱋Ai,δ１􀱋A)∗ 􀱋Bi,１􀎯,i＝１,２,􀆺,n
􀎮A⇒∪i{bi􀱋S (δ１􀱋Ai,δ１􀱋A)∗ 􀱋Bi},１􀎯 ,

再由含参模糊扩增推理规则合并得到的所有含参模

糊决策蕴涵可得

􀎮A⇒bi􀱋S (δ１􀱋Ai,δ１􀱋A)∗ 􀱋Bi,１􀎯,i＝１,２,􀆺,n
􀎮A⇒∪i{bi􀱋S (δ１􀱋Ai,δ１􀱋A)∗ 􀱋Bn},１􀎯 ,

由定义９得到A⇒(δ１􀱋A)Lδ ．再次应用含参模糊变

换推理规则可得
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􀎮A⇒(δ１􀱋A)Lδ ,１􀎯
􀎮A⇒B,１􀱋S(δ１􀱋A,δ１􀱋A)∗ 􀱋S(δ２􀱋B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ)􀎯

,

因此可以以至少S(δ２􀱋B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ )的程度

生成A⇒B,因此有
􀭺L± (A⇒B)≥S(δ２􀱋B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ)．

由定理３可知T＝(δ１􀱋A)∪(δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ)是L
的模型,因此有

‖A⇒B‖δ
T＝(δ１􀱋A)∪(δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ )＝

S(δ２􀱋B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ)≤􀭺L± (A⇒B)证毕．
可以发现当δ２＝０时,任意含参模糊决策蕴涵

A⇒B 从含参模糊决策集L 中导出的程度为S(δ２􀱋

B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ )＝１,这与定理３的２)的结论是

一致的．同时,在证明过程中得出的􀎮A⇒(δ１􀱋A)Lδ ,

１􀎯规则与定理５表达的意思是一致的．最后,S(δ２􀱋

B,δ２􀱋(δ１􀱋A)Lδ)≤􀭺L± (A⇒B)表明,使用模糊推

理规则集导出的程度大于定理７中语义导出的程

度,证明了模糊推理规则集的完备性．

３　结　　论

本文在模糊决策蕴涵中引入了阈值,提出了含

参模糊决策蕴涵,提升了模糊决策蕴涵的可调节性

和应用价值．在语义方面,研究了含参模糊决策蕴涵

的模型和语义导出程度的计算方法;在语构方面,将
模糊决策蕴涵中的３条推理规则拓展到含参模糊决

策蕴涵,并证明了这些推理规则的合理性和完备性．
从理论上看,将阈值引入模糊决策蕴涵的意义

并不局限于构建一种以模糊决策蕴涵为特例的理论

框架．一方面,这种引入方式具有普遍意义,事实上,
定义４和性质１的１)正是模糊集包含度和含参的

模糊集包含度的定义．因此,这个引入方式对整个粒

计算领域均有参考意义．另一方面,由定义５可以看

出,将阈值引入模糊决策蕴涵本质上相当于在完备

剩余格上建立一种协调结构,而定理１正是说明这

种协调结构所具有的特性,因此,本文的结论对完备

剩余的公理化或代数研究也具有一定的启发意义．
进一步来说,含参模糊决策蕴涵同时包含阈值和语

气真值算子２种知识简化策略,但本文并没有考虑

这种简化策略之间的联系和相互作用．事实上,如果

说参数的引入是在完备剩余格上建立一种协调结

构,那么语气真值算子就是完备剩余格上的另一种

协调结构,因此,从代数角度和应用角度研究这２种

结构之间的关系将是下一步的研究工作．

值得指出的是,在应用中,用户可能需要根据不

同的实际需求选择合适的阈值．由定理１可知,给定

模糊决策背景,参数δ１ 越小或参数δ２ 越大,满足含

参模糊决策蕴涵的模型也越少,因此模糊决策背景

中成立的含参模糊决策蕴涵也越少．当δ１ 和δ２ 分

别为０和１时,用户可以得到最严格意义上的模糊

决策蕴涵;用户可以进一步增加δ１ 或减小δ２ 来获

取更多的模糊决策蕴涵．在具体应用中,用户可以参

考专家的意见来选定阈值,或选取一些指标(如分类

性能等)来有监督地选择合适的阈值．
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