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Abstract　Asknown,RS(ReedＧSolomon)codescanconstructanyfaultＧtolerantcodewordsaccording
totheapplicationenvironment,whichhasgoodflexibility,andthestoragesystemusingRSerasure
codeasthefaultＧtolerantmethodcanachievetheoptimalstorageefficiency．However,comparedwith
XOR(exclusiveＧOR)Ｇbasederasurecodes,RSerasurecodesrequiretoomuchtimetodecode,which
greatlyhindersitsuseinthedistributedstoragesystem．Inordertosolvethisproblem,thispaper
proposesadecodingmethodforRSerasurecodes．Thisnew methodcompletelydiscardsthematrix
inversionwhichiscommonlyusedinallcurrentRSerasurecodesdecodingmethods,andonlyusesthe
additionand multiplicationwithlesscomputationalcomplexity,andthelinearcombinationofthe
invalidsymbolsbythevalidsymbolscanobtainedbythesimple matrixtransformationonthe
constructeddecodingtransformingmatrix,therebyreducingthecomplexityofdecodingcalculations．
Finally,thecorrectnessofthemethodisprovedtheoretically,andforeachfileofdifferentsizes,three
fileblocksofdifferentsizesaredivided,andthedatablocksobtainedbythedivisionaretested．The
experimentalresultsshowthatinthecaseofdifferentfileblocksizes,thenewdecodingmethodhas
lowerdecodingtimecostthanothermethods．
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摘　要　RS(ReedＧSolomon)码可以根据应用环境构造出任意容错能力的码字,有很好的灵活性,且使用

RS纠删码作为容错方法的存储系统能达到理论最优的存储效率．但是,与异或(exclusiveＧOR,XOR)类

纠删码相比,RS类纠删码译码计算的时间开销过大,这又很大程度上阻碍了它在分布式存储系统中的

使用．针对这一问题,提出了一类 RS纠删码的译码方法,该方法完全抛弃了当前大多 RS类纠删码译码

方法中普遍使用的矩阵求逆运算,仅使用计算复杂度更小的加法和乘法,通过构造译码变换矩阵并在此

矩阵上执行相应的简单的矩阵变换,能够直接得出失效码元由有效码元组成的线性组合关系,从而降低

译码计算复杂度．最后,通过理论证明了该方法的正确性,并且针对每种不同大小的文件,进行３种不同



大小文件块的划分,将划分得到的数据块进行实验,实验结果表明:在不同的文件分块大小情况下,该新

译码方法较其他方法的译码时间开销更低．

关键词　RS码;纠删码;译码;数据重构;修复成本

中图法分类号　TP３０２．８

　　数据的可靠性是存储系统需要考虑的首要问

题,而随着信息技术的发展以及向各个行业领域的

渗透,需要存储的数据量正持续地爆炸式增长．为了

应对海量数据存储的可靠性问题,同时也为了提高

数据访问的并发效率,通常有效的做法是使用多个

存储节点共同构建１个存储系统,比如集中式的磁

盘 阵 列 (redundantarraysofindependentdisks,

RAID)系统或基于网络的分布式存储系统等,而每

个存储节点可以是１个磁盘、１台PC、１台服务器或

１个移动终端等可用作数据存储的设备．与过去相

比,当前单个存储设备的稳定性已经较高,但是对于

由众多节点构成的大规模存储系统而言,节点故障

事件仍然会频繁发生[１Ｇ２]．关于如何在部分节点故障

后能保证数据不丢失,并且在故障节点被替换后能

迅速恢复失效数据是近年来存储领域研究的热点．
早期的多节点存储系统多采用副本技术来为数据的

可靠性提供保障,该技术把多个相同的数据副本存

储到不同的节点上,相同数据的不同副本之间可互

为备份,当有存储节点失效时,替换的节点可从任意

１个或多个拥有相同数据副本的节点传入数据进行

数据重构．但副本技术会导致系统存储效率过低的

问题,如果需要在k(≥１)个节点同时失效后能有效

重构数据,则需要把原始数据复制k 份并分别存放

在不同的节点上,整个系统的存储效率仅有１∕(k＋
１)．因此,目前更多的研究集中在如何利用纠删码技

术来保证存储系统中的数据可靠性．与副本技术相

比,使用纠删码来构建存储系统的容错机制可在相

同容错能力的条件下,极大地提高了存储效率．
从编译码运算方式的角度看,大体可以把存储

系统中使用的纠删码分为２类:１)XOR类纠删码,
这类编码的编译码运算过程可以仅使用二进制的异

或运算,因此编译码的速度很高,包括了阵列码[２Ｇ８]

和低密度奇偶校验码[９Ｇ１１](lowdensityparitycheck
code,LDPC)等．阵列码具有２维编码结构,且通常

有几何形式的构造方法,工程实现时简洁直观,但具

备极 大 距 离 可 分 (maximum distancedeparable,

MDS)性质的阵列码通常容错能力不超过３个[５Ｇ７],
导致其对当前实用的大规模存储系统适应性不足．

近年来,也有更高容错能力的阵列码被提出[２,８],但
是一般都会付出巨大的存储效率代价．LDPC码可

以使得存储效率逼近最优,但该码更适合构造长码,
且其成功译码具有概率性,因此目前在存储系统中

的使用较少．２)RS(ReedＧSolomoncodes)类纠删

码[１２Ｇ１４],此类编码能达到理论最优的存储效率,即具

有 MDS性质,且能根据具体环境构造出任意容错

能力的码字,具有很强的应用灵活性．由于它独特的

优势,目前的存储系统也更多是偏向以 RS类纠删

码为基础构建其容错机制．但是,RS类纠删码的运

算需要在多元有限域上进行,这导致 RS类纠删码

的计算效率大大低于 XOR(exclusiveＧOR,XOR)
类纠删码．对于RS类纠删码而言,其译码运算复杂

度又远高于其编码运算．
针对这一问题,多年来不断有学者积极寻求着

解决方案．但是,相比于 XOR类编码,RS类纠删码

很难在数据元素和校验元素之间寻找到有几何规律

的码链关系,从而在方法论的层面提升 RS类纠删

码计算的时间效率相对困难．现在对于 RS类纠删

码的译码方法研究更多集中在如何提高单节点失效

后的重构效率[１３]或者减少修复带宽[１４],对能整体

降低RS类纠删码删除错误重构计算时间开销的方

法研究较少[１５Ｇ１６]．目前 RS类纠删码最为工程领域

接受的计算效率提升途径为,使用一些专门针对有

限域运算进行优化的指令集或底层方法来达到降低

RS类纠删码计算时间成本的目的,其中比较常见的

包括GFＧComplete[１７],Jerasure[１８]以及Intel公司推

出的ISAＧLlibrary[１９],但是此类技术路线与本文研

究内容关联度不大,故不再详述．
本文工作的主要贡献包括３个方面:

１)提出了一种针对RS类纠删码码删除错误的

译码方法,适用于存储系统中的失效数据重构,由于

不再使用计算复杂度很高的矩阵求逆运算,能很大

程度节省RS类纠删码的译码时间开销;

２)新的译码方法也可以推广到所有的二进制

XOR类纠删码;

３)对该译码方法的研究表明:该方法还能在数

据重构时规避某些节点的参与,可用于大规模存储
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系统的数据重构时对重构参与节点的使用进行整体

规划．

１　相关工作及研究动机

为了便于叙述,在此做约定:存储系统有n 个

存储节点,使用某一类(n,k)纠删码作为容错的核

心方法,其要点是:数据存储前将原始数据分为k 个

大小相同的数据块,k 个数据块对应着编码的k 个

数据元素(长度为k的数据列向量D＝(d０,d１,􀆺,

dk－１)T),编码后形成n 个数据块,分别存储于存储

系统的n 个不同节点上,而编码得到的１个码字C
则分别对应着码字的n 个码元(长度为n 的码字列

向量C＝(d０,d１,􀆺,dk－１,c０,c１,􀆺,cn－k－１)T ＝
(c０,c１,􀆺,ck－１,􀆺,cn－１)T,ci 为码字的码元),其中

k和n 均为正整数,k 为原始数据分组的长度,n 为

码字的长度,且n＞k,０≤i≤n－１．文中若提到码元

失效亦指该码元对应的存储节点失效,而存储节点

失效可以理解为该存储节点上的全部数据丢失(亦
即最坏的情况),反之亦然．而本文的所有方法叙述

中,若无特别说明,编码的容错能力即指对删除错误

的最大恢复能力,对于全部矩阵及存储阵列的行列

的计数从０开始,且不妨假设所有运算有限域的特

征为２．下面,本节将首先以示例的形式简要描述当

前纠删码最常用的３类译码方法．
１．１　基于码链的译码方法

Fig．１　DatalayoutofRDPcode
图１　RDP码的布局结构

大多 XOR类纠删码的构造可以由几何形式表

示,即码字中所有存在校验关系的数据位和校验位

的集合可以看作１条码链[２],１条码链即对应１个

校验方程．特别是在阵列码中,如果用线连接码链上

的所有码元则通常具有一定的几何规律．
以RDP码[６]为例,使用素数５构造出 RDP码

的码字结构如图１所示:

根据RDP码的编码规则,图２中用箭头连接起

来的元素和所有图形相同的码元被称为码链,每条

码链上所有码元的异或结果为０．而简单来说,基于

码链关系的译码方法,即是按照一定规则搜索仅有

１个失效码元的码链,利用码链上其他有效码元的

异或求得失效码元的值．

Fig．２　CheckrelationshipofRDPcode
图２　RDP码的校验关系

假设在本示例中 RDP码的第０列和第２列对

应的存储节点失效,则基于码链的数据重构方法操

作过程为:首先搜索到码链[(０,１),(１,０),(１,５),
(２,４),(３,３)]中仅有１个失效码元(１,０),则将该码

链上其他所有码元异或,从而得到码元(１,０)的值;
码元(１,０)数据恢复后,其所在的另一条码链[(１,

０),(１,１),(１,２),(１,３),(１,４)]上也就仅存在１个

失效码元(１,２),异或该码链上所有有效码元则失效

码元(１,２)得到恢复;码元(１,２)数据恢复后,其所在

的另一条码链[(０,３),(１,２),(２,１),(３,０),(３,５)]
上也就仅存在１个失效码元(３,０),异或该码链上所

有有效码元则失效码元(３,０)得到恢复;以此类推,
可以按照上述规律逐渐按序恢复出其他的失效码元

(３,０),(３,２),(０,０),(０,２),(２,０),(２,２)．
很多 XOR类纠删码均可以用该译码方法进行

数据重构,而基于码链的译码方法逻辑简单清晰,便
于软硬件实现,因此在实际工程中被广泛使用．将运

算的有限域GF(２w )上的所有数值替换为对应的

w×w 的２元域矩阵后,基于码链的译码方法也能

勉强用于RS类纠删码的译码,其中w 为正整数．但
是,RS类纠删码的构造方法与 XOR类纠删码差异

较大,一般没有清晰的几何编码结构,因此用该译码

方法将有较大概率不能完全重构本应该可以恢复的

失效码元．
１．２　基于生成矩阵的译码方法

RS类纠删码的编码通常是采用生成矩阵乘以

数据向量的做法,假设数据向量为D,生成矩阵为

４８５ 计算机研究与发展　２０２２,５９(３)



G,生成矩阵可以是由范德蒙矩阵或者柯西矩阵生

成,但是本质上没有太大差异．
图３显示了１个(７,４)RS纠删码的编码过程,

生成矩阵的上半部分为１个单位矩阵I,下半部分

为１个３×４的柯西矩阵P,显然这是１个容错能力

为３的系统柯西RS纠删码．

Fig．３　EncodingprocessofRScode
图３　RS码的编码过程

其编码过程可表达为G×D＝C,其中的参数D
＝(d０,d１,􀆺,dk－１)T,C＝(d０,d１,􀆺,dk－１,c０,c１,
􀆺,cn－k－１)T．

使用生成矩阵乘以由数据元素组成的列向量,
从而得到由各码字元素构成的码字列向量．由矩阵

的乘法定义可知,生成矩阵的第i行构成的行向量

乘以数据元素构成的列向量得到码字向量的第i个

码元,因此生成矩阵的第i行与码字向量的第i个

码元存在对应关系．换句话说,抽取生成矩阵的任意

行而组成的子矩阵,乘以数据元素构成的列向量,如
果也选取码字向量中与生成矩阵抽取行相同位置的

码元构成新的列向量,则图３中的等式仍然成立．
假设码字C 中的元素d０ 和d２ 这２个码元失

效,我们可以去除码字这２个码元以及生成矩阵中

对应的２行,等式仍然成立,如图４所示．
此时,从仍然有效的码元中任意选取４个(比如

最后４个码元),构成列向量C′＝(d３,c１,c２,c３),
并使用生成矩阵中与列向量C′中码元相同位置的

第４~７行,构成１个矩阵G′,若将数据元素列向量

记作D,则显然G′×D＝C′成立,此时在该等式两

边同时乘以矩阵B 的逆,则能恢复出数据元素D＝
G′－１×C′．而矩阵B 的可逆性则由柯西矩阵或者范

德蒙矩阵的性质来保证,此处不再赘述．这就是基于

生成矩阵译码的基本原理,也可用于任意纠删码的

译码．

Fig．４　Decodingprocessbasedonthegeneratingmatrix
图４　基于生成矩阵的译码过程

基于生成矩阵的译码方法,也有不少学者提出

过改进方案．其中最典型的是 Blomer等人[２０]提出

的降低有限域维度方案,该方案将运算在有限域

GF(２w )上生成矩阵中的每个元素用１个 w 阶的

０Ｇ１方阵表示,源文件分为k个数据块,每个数据块

由相同数量的运算单位构成,每个运算单位是１个

w 位的０Ｇ１比特串(看作是１个 w 维列向量),这
样,编译码运算时均只需进行２元域的运算,从而提

高计算速度．而此后Plank等人[２１]又在此基础之上

提出如何减少生成矩阵中数值１的方法,从而进一

步减少运算时间．不过,文献[２０Ｇ２１]改进方案本质

上是通过降低运算有限域的维度达到的,方法本身

和本节叙述的原理没有实质的差异．此外,随着对容

错能力要求的提高,此类改进方案可能会导致生成

矩阵的尺寸膨胀过快,从而译码运算时将面临高复

杂度的大矩阵求逆运算的问题．
１．３　基于校验矩阵的译码方法

基于生成矩阵译码方法的问题为,对１个容错

能力为k(k＞１)的RS纠删码,１个码元失效和k个

码元失效,在译码过程中使用到的矩阵求逆运算的

次数和所需求逆矩阵的尺寸是相同的．如果码字的

数据元素和校验元素同时出现了失效,则使用该方

法译码则需要先恢复数据元素,再重新进行编码以

恢复校验元素,比较繁琐,也增加了本来不必要的计

算工作量．而基于校验矩阵的译码方法可以在很大

程度解决上述问题．基于校验矩阵的译码方法几经

改进[１５Ｇ１６,２２],但译码原理总体一致,本节根据文献

[１６]的方法,并以１．２节的(７,４)柯西 RS纠删码为

例进行简要叙述．
１个(７,４)柯西RS纠删码的校验矩阵的尺寸为

３×７,其中校验矩阵的前半部分为１个３×４的柯西

５８５唐　聃等:RS类纠删码的译码方法



矩阵P(和１．２节示例中的矩阵P 相同),后半部分

为１个单位矩阵I,如图５所示:

Fig．５　Thecheckmatrixandcorrespondencebetween
itscolumnvectorsandcodeelements

图５　校验矩阵及列向量与码字元素的对应关系

由校验矩阵的定义可知,校验矩阵的每一列与

码字中的各个码元一一对应:

d０×P０,０＋d１×P０,１＋d２×P０,２＋d３×P０,３＋c０＝０,

d０×P１,０＋d１×P１,１＋d２×P１,２＋d３×P１,３＋c１＝０,

d０×P２,０＋d１×P２,１＋d２×P２,２＋d３×P２,３＋c２＝０．

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)
将校验矩阵记作H,码字向量记作C,则在所有

码元没有错误发生时恒有等式H×C＝０成立．

Fig．６　Adjustmentofpositionofcolumnvectorsand
codeelementsinthecheckmatrix

图６　调整校验矩阵中列向量与码字元素的位置

此时仍然假设码字中的第０个和第２个码元,
即d０ 和d２ 失效,则做操作:如图６所示,移动码字

向量C 中的失效码元到最右边,并将其作为１个子

向量记作y,剩余的有效码元也记作１个新的子向

量d,d 和y 组成的向量记作向量C＝(d|y);然后

按照当前向量C 中各码元和校验矩阵中各列向量

的对应关系,重新排列校验矩阵中的各列,将向量d
中码元对应校验矩阵中的各列组成的子矩阵记作

A,向量d 中码元对应校验矩阵中的各列组成的子

矩阵记作B,因此校验矩阵可以表示为H＝(A|B),
显然等式H×C＝A×d＋B×y＝０成立,因为运算

有限域的特征为２,则等式A×d＝B×y 成立．
当码元d０ 和d２ 失效,则向量y 变为未知,此

时方程式A×d＝B×y 中的未知向量y 有解,当且

仅当矩阵B 中存在２(失效码元数量)行线性无关,
即B 中存在１个可逆的２×２的子矩阵．取出矩阵B
中的２行,构成新的矩阵记作􀭺B,再从矩阵A 中取

出和作􀭺B 中相同位置的２行,构成新的矩阵,记作

􀭺A,则等式􀭺A×d＝􀭺B×y 显然成立．此时,未知向量

可由方程y＝􀭺B－１×􀭺A×d 得出．而矩阵􀭺B 的可逆性

由柯西矩阵或者范德蒙矩阵的性质保证．
与基于生成矩阵的译码方法相比,本节方法在

译码时能减小需要进行求逆运算的矩阵尺寸,对于

１个r容错的RS类纠删码而言,如果失效码元数量

为f(f≤r),则需要进行求逆运算的矩阵尺寸为

f×f,当仅有１个失效码元需要重构时,则求１个

特定数值在运算有限域上的乘法逆元即可．因此,此
类译码方法的计算效率与基于生成矩阵的译码方法

相比有了较为明显的提高．
１．４　本文的研究动机

由于RS类纠删码使用了有限域上的计算操

作,从而导致了很高的计算时间成本．不过,我们的

实验表明,与有限域上的加法及乘法相比,RS类纠

删码译码操作中需要频繁使用到的矩阵求逆运算才

是导致RS码计算效率低的最重要因素．表１显示了

在同一台电脑上进行５０００次有限域GF(２８)上的

加法、乘法,以及不同阶次方阵求逆运算的时间消耗

对比．不难看出,有限域上加法和乘法操作的时间开

销基本相当,而矩阵求逆运算的时间开销则是要高

出加法和乘法运算好几个数量级的,且随着求逆矩

阵尺寸的增加而成倍增长,从复杂度上来讲,对于规

模为n×n 的矩阵来讲,矩阵求逆的运算复杂度为

O(n３),这也是为什么基于校验矩阵的译码方法时

间效率优于基于生成矩阵译码方法的原因．但是,基
于校验矩阵的译码方法并没有消除矩阵求逆运算,
只是减小了需要进行求逆运算的矩阵尺寸．如果能

在译码过程中完全消除矩阵的求逆运算,则能更大

程度减小 RS类纠删码的译码时间开销．这也是本

文研究的出发点和动机．
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Table１　TimeCostComparisonof５０００Operations
overtheFiniteFieldGF(２８)

表１　有限域GF(２８)上５０００次运算操作的时间消耗对比

运算操作 时间消耗∕s

加法 ０．１００

乘法 １．０５９

３阶方阵求逆 ３０７．５７０

４阶方阵求逆 ５４５．８１０

５阶方阵求逆 ７４１．３４０

６阶方阵求逆 ９７６．２６１

７阶方阵求逆 １６８２．２６８

８阶方阵求逆 ２２８５．４３４

２　一类新的RS类纠删码的译码方法

本节将提出一类新的 RS类纠删码译码方法,
该方法能完全消除译码过程中的矩阵求逆运算操

作,从而降低译码操作的译码时间复杂度．在介绍新

的方法之前,首先引入码元关系矩阵的概念,并对重

要性质进行说明．
２．１　码元关系矩阵

有限域GF(q)上的所有(n,k)线性分组码,码
字C＝(c０,c１,c２􀆺,cn－１)T 中任意１个码元ci,i为

整数且０≤i≤n－１,均可由所有码元的线性组合进

行表示,则所有码元可表示为

a０,０c０＋a０,１c１＋􀆺＋a０,n－１cn－１＝c０,

a１,０c０＋a１,１c１＋􀆺＋a１,n－１cn－１＝c１,
⋮

an－１,０c０＋an－１,１c１＋􀆺＋an－１,n－１cn－１＝cn－１．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(２)

本文将该非齐次线性方程组的系数矩阵定义为

码元关系矩阵W．
显然,对于任意１个(n,k)线性分组码,其码元

关系矩阵一定是１个n×n 的方阵:

W＝

a０,０ a０,１ 􀆺 a０,n－１

a１,０ a１,１ 􀆺 a１,n－１

⋮ ⋮ ⋮

an－１,０ an－１,１ 􀆺 an－１,n－１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

． (３)

由码元关系矩阵的定义可知,W 的第i行Wi＝
(ai,０,ai,１,􀆺,ai,n－１)代表了码字第i个码元ci 的

一类线性表示方法,即ci＝ai,０c０＋ai,１c１＋􀆺＋
ai,n－１cn－１,i为整数且０≤i≤n－１,矩阵W 的第j
列对应着参与计算的码字中的第j 个码元,j 为整

数且０≤j≤n－１．

对于任意线性分组码,其码元关系矩阵W 通常

不会是唯一的,但是单位矩阵显然是码元关系矩阵,
它表示每一个码元和自身相等．下面给出码元关系

矩阵的２个性质:
性质１．对码元关系矩阵进行任何初等行变换

后的结果不再是码元关系矩阵．
证明．在有限域GF(q)中,矩阵的初等行变换

包含３类变换[２３]:
１)以１个非０的数t乘以矩阵的某一行,其中

t∈GF(q);

２)把矩阵的某一行的t倍加到另一行,其中t
为GF(q)中非０元素;

３)互换矩阵中任意２行的位置．
下面就这３类初等行变换进行分别说明:

１)根据定义,线性关系矩阵中的第i行代表了

码字C＝(c０,c１,􀆺,cn－１)中第i个码元由所有码元

的１种线性表示方式:ci＝ai,０c０＋ai,１c１＋􀆺＋
ai,n－１cn－１,其中i 为整数且０≤i≤n－１．对其中

１行乘以１个非０数t则等价于把该码元也乘以t:
t×ci＝t×(ai,０c０＋ai,１c１＋􀆺＋ai,n－１cn－１)．显然,
由于t为非０数,则ci≠t×(ai,０c０＋ai,１c１＋􀆺＋
ai,n－１cn－１)．因此,在线性关系矩阵中,第i行乘以t
后得到的新的第i 行(t×ai,０,t×ai,１,􀆺 ＋t×
ai,n－１)不再是第i个元素ci 的线性表达,所以１个

非０数t乘以原始码元关系矩阵的某一行后的结果

不再是线性关系矩阵．
２)不妨假设将第j 行的t倍加到i行上,可以

表示为:t×cj＋ci＝(t×aj,０＋ai,０)c０＋(t×aj,１＋
ai,１)c１＋􀆺＋(t×aj,n－１＋ai,n－１)cn－１,其中i和j
为整数且０≤i≤n－１．除非t＝０,否则t×cj＋ci≠
ci．因此,第j行的t倍加到第i行的新的第i行(t×
aj,０＋ai,０,t×aj,１＋ai,１,􀆺,t×aj,n－１＋ai,n－１)已经

不再是第i个元素ci 的线性表达,因此,在线性关

系矩阵中,把矩阵的某一行的t倍加到另一行之后

的结果不再是线性关系矩阵．
３)根据码元关系矩阵的定义可知,线性关系矩

阵的每一行代表了不同的元素,显然任意２行相互

交换后的结果不再是线性关系矩阵． 证毕．
性质２．对于任意长度为n 的行向量v＝(v０,

v１,􀆺,vn－１),将v的t倍加到码字C＝(c０,c１,􀆺,
cn－１)对应的码元关系矩阵的任意行,其结果仍然为

码元关系矩阵,其中v０c０＋v１c１＋􀆺＋vn－１cn－１＝
０,且ci,vi,t∈GF(q)．

证明．根据码元关系矩阵的定义可知,码元关

系矩阵的第i行Wi＝(ai,０,ai,１,􀆺,ai,n－１)为码字
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C 中第i个码元ci 由所有码元的其中１种线性表

示:ci＝ai,０c０＋ai,１c１＋􀆺＋ai,n－１cn－１．则等式ci＝
ai,０c０＋ai,１c１＋􀆺＋ai,n－１cn－１＋０显然成立．而根

据前提条件,对于向量v,有等式v０c０＋v１c１＋􀆺＋
vn－１cn－１ ＝０ 成 立．则 等 式tv０c０ ＋tv１c１ ＋ 􀆺 ＋
tvn－１cn－１＝t×０＝０也成立．那么,等式ci＝(ai,０c０＋
ai,１c１＋􀆺＋ai,n－１cn－１)＋(tv０c０ ＋tv１c１ ＋􀆺＋
tvn－１cn－１)也成立,对该等式归并同类项后得到等

式:ci＝(ai,０＋tv０)c０＋(ai,１＋tv１)c１＋􀆺＋(ai,n－１＋
tvn－１)cn－１．

显然,这也是对第i个码元ci 的一类线性表示．
因此,将向量v的t倍加到线性关系矩阵任意行后

的结果仍然是同一码字的码元关系矩阵． 证毕．
２．２　失效数据恢复步骤

不妨假设在有限域GF(q)上构建１个(n,k)

RS纠删码,其中q＝pw,p 为素数,w,n,k 均为正

整数,且k＜n．假设为原始信息分成k 组后,经过编

码生成码字C＝(c０,c１,􀆺,ck－１,ck,􀆺,cn－１)T,将
其校验矩阵记作H,显然H 的尺寸为(n－k)×n,
并且H×C＝０,该编码最大可以容忍n－k 个码元

丢失．
假设其中有f 个码元失效,f≤n－k,将失效码

元组成的集合标记为F,F＝{F１,F２,􀆺,Ff},即
{F１,F２,􀆺,Ff}＝{cs１

,cs２
,􀆺,csf

},其中下标{s１,

s２,􀆺,sf}∈{０,１,２,􀆺,n－１},也就是下标为失效

码元位置．
步骤１．初始化码元关系矩阵．生成１个尺寸为

n×n 的单位矩阵In×n,根据码元关系矩阵的定义,
因为ci＝ci,i为整数且０≤i≤n－１,因此In×n可以

作为初始的码元关系矩阵Wn×n,记作:

Wn×n＝In×n＝

１ ０ 􀆺 ０
０ １ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮

０ ０ 􀆺 １

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

． (４)

步骤２．定义译码变换矩阵并初始化．将码元关

系矩阵Wn×n和校验矩阵H(n－k)×n拼接成１个矩阵,
称为初始译码变换矩阵,记作S０:

S０＝
Wn×n

H(n－k)×n

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ S_up０

S_down０
æ

è
ç

ö

ø
÷． (５)

显然,矩阵S０ 的尺寸为(２n－k)×n,这里的矩

阵的下标从０开始,将S０ 中前n 行构成的子矩阵记

作S_up０,而将其最后n－k 行构成的子矩阵记作

S_down０．
在该译码过程中,对于f 个丢失码元,需要对

初始译码变换矩阵S０ 进行f 次变换操作．将经过第

i次矩阵变换之后更新的译码变换矩阵Si 中前n 行

构成的子矩阵记作S_upi,而将其最后n－k行构成

的子矩阵记作作S_downi,i为整数且１≤i≤f．
在每次进行译码变换矩阵的变换过程中,由于

只进行了行变换,那么对于S_upi 和S_downi,第i
列均对应着码字中的第i个码元,因此译码变换矩

阵Si 的每一列与码元也有相同的对应关系．
步骤３．对于丢失码元集合F,{F１,F２,􀆺,Ff}＝

{cs１
,cs２

,􀆺,csf
},按序取出失效码元集合F 中的

１个元素csi
,其中{s１,s２,􀆺,sf}∈{０,１,􀆺,n－１}．

在矩阵Si－１的丢失码元csi 对应的第si 列上寻找非

０元素,所有满足条件的非０元素的行编号形成集

合,标记为Rsi,Rsi＝{si
１,si

２,􀆺,si
q},其中的元素实

际为q 个非０元素所在行的位置,并且{si
１,si

２,􀆺,

si
q}∈{０,１,􀆺,２n－k－１}．

步骤４．在集合Rsi 中搜索一个大于等于n 的

元素,若存在则将该元素标记为id_row＝si
v,v∈

{１,２,􀆺,q},并从Rsi 中删除,然后转到步骤５;否
则表明该列对应的码元csi不可恢复,终止．

步骤５．按序取出Rsi＝{si
１,si

２,􀆺,si
q}中的一

个不等于id_row 的元素si
j,j∈{１,２,􀆺,q}∩j≠

v,并做计算:Si(si
j,:)＝Si－１(si

j,:)＋Si－１(si
v,:)×

(Si－１(si
j,si)∕Si－１(si

v,si))计算完成从集合Rsi 中

删除元素si
j．

步骤６．反复执行第５步,直到集合Rsi 为空．将
矩阵Si 的第id_row 行上所有元素置为０,然后将

集合F 中的元素csi删除．
步骤７．判断矩阵Si 的子矩阵S_downi 是否所

有元素均为０,若是则表明不能再恢复任何失效码

元,若此时集合F 中还存在元素则表明这些失效码

元不可恢复,终止．
步骤８．重复步骤３~７,直到失效码元集合F

为空,即所有失效码元可成功恢复,转到步骤９．当存

在失效码元不可恢复时,终止．
步骤９．此时Si 的上半部分子矩阵S_upi 仍然

为码元关系矩阵,其中包含着有效码元对失效码元

的线性关系,也可简称为译码矩阵,记R,R＝S_upi,
显然,矩阵R 的尺寸为n×n,而矩阵R 的第si 行

(列)对应码字的第si 个码元．那么失效码元csi可以

进行恢复:

csi ＝∑
n－１

u＝０
R(si,u)×su, (６)

其中,１≤i≤f,０≤u≤n－１．
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使用步骤１~９,可以对有限域GF(q)上的 RS
类纠删码的失效码元进行恢复,或者是所有失效码

元能被恢复成功,若不能将所有码元成功恢复也能

清楚地知道哪些码元可恢复而哪些不能恢复．
２．３　方法的正确性及分析

本节首先对和新译码方法相关的一些重要定理

进行阐述,并在此基础上说明本文方法的正确性．
定理１．对于有限域GF(q),S 为(n,k)线性分

组码的译码变换矩阵,则将矩阵S 第i行乘以t后,
矩阵S 的子矩阵S_down 仍然为校验矩阵．其中q＝
pm,p 为素数,t≠０,t∈GF(q),i为整数且n≤i≤
n＋k－１．

证明．由译码变换矩阵S 的构造方法可知,该
矩阵最上面n 行为码元关系矩阵,而下面的n－k
行为该编码的校验矩阵．因此,在译码变换矩阵S 中

最下面的n－k行均代表码字的校验方程:ai,０c０＋
ai,１c１＋􀆺＋ai,k－１ck,其中i为整数且n≤i≤n＋
k－１．对译码变换矩阵S 第i行乘以t,则等价于t×
ai,０×c０＋t×ai,１×c１＋􀆺＋t×ai,k－１×ck－１＝t×
(ai,０c０＋ai,１c１＋􀆺＋ai,k－１ck－１)＝０．因此,对于译

码变换矩阵S 而言,在其最下面的n－k 行的任意

１行上乘以１个非０数t后,组成的子矩阵S_down
仍然为校验矩阵． 证毕．

定理２．对于任意有限域GF(q),S 为n－k 线

性分组码的译码变换矩阵,则将矩阵S 第j行乘以t
并加到第i行后,矩阵S 的子矩阵S_up 仍然为码

元关 系 矩 阵．其 中q＝pm,p 为 素 数,t≠０,t∈
GF(q),i和j均为整数且n≤j≤n＋k－１,０≤i≤
n＋k－１．

证明．分２种情况讨论:

１)当n≤i≤２n－k－１时．此时对译码变换矩

阵S 的变换集中在该矩阵的最下面n－k 行,该部

分由编码的校验矩阵初始化．此时第i行对应的校

验方程为ai,０c０＋ai,１c１＋􀆺＋ai,k－１ck－１＝０,第j行

对应的校验方程为aj,０c０＋aj,１c１＋􀆺＋aj,k－１ck－１＝
０,则将矩阵S 第j行乘以t后加到第i行则等价于

(taj,０＋ai,０)c０＋(taj,１＋ai,１)c１＋􀆺＋(taj,k－１＋
ai,k－１)ck－１＝０,显然成立．

２)当０≤i≤n－１时．此时,译码变换矩阵S 的

第i行对应的是码元线性关系方程ci＝ai,０c０＋
ai,１c１＋􀆺＋ai,n－１cn－１,而译码变换矩阵S 的第j
行对应的为该编码的校验方程aj,０c０＋aj,１c１＋􀆺＋
aj,k－１ck－１＝０．将矩阵S 第j行乘以t加到第i行则

等价于:ci＝ai,０c０＋ai,１c１＋􀆺＋ai,n－１cn－１＋０,显

然也成立．这与线性关系矩阵的性质２也刚好吻合．
因此,定理２成立． 证毕．

根据２．２节的描述,新的译码方法总是在译码

变换矩阵S 的最下面n－k 行中选取符合条件的

行,标记为第i行,然后将第i行乘以１个数后加到

矩阵S 的另外１行或多行上．换句话说,即对译码变

换矩阵S 进行有一定限制条件的初等变换．由于方

法每次选取的第i行均满足条件n≤i≤n＋k－１．根
据定理１和定理２,虽然译码变换矩阵S 在不断地

进行变换和运算,其子矩阵S_up 一直是码元关系

矩阵,并能最终作为失效码元恢复的译码矩阵．综上

所述,新方法可以对 RS码字中的删除错误进行

恢复．
该方法与文献[２４]中的基于生成矩阵译码方法

的译码方法,及文献[１６]的基于校验矩阵的译码方

法对比,主要存在２个方面的创新及优势:

１)算法复杂度较低

对于１个(n,k)RS编码而言,k＜n．当有f 个

丢失码元时,采用本文所述方法恢复f 个丢失码元

的时间复杂度为O(f×n)．
证明．本文所提的译码恢复方法的主要运算除

了最后步骤９中如式(６)恢复计算f 个失效码元固

定次数E０＝f×n 的译码恢复运算,其余主要的运

算集中在当i＝１:f 循环执行的步骤３~７对f 个

丢失码元的译码变换矩阵Si 的更新操作,１≤i≤f．
在i＝１:f 的每次循环中,其主要的有限域计

算主要是步骤５中的对于j＝１:p 且j≠v 循环执

行的公式所述的运算,这里需要循环的次数为p－
１,p 为对应列非０元素的个数．

在j＝１:p 且j≠v 的每次循环中,根据步骤５
中的执行公式,可以得出需要执行n 次乘法运算,故
译码变换运算需执行的运算次数E１≤f×p×n,因
此可得总体的运算次数E＝E０＋E１≤(p＋１)×
f×n,可以得出该方法的时间复杂度为O(f×n)．

而文献[２４]所采用的生成矩阵求逆方法运算复

杂度约为O(n３),１个(n,k)线性分组码作为纠删码

时,当丢失的码元数量小于其分组码的最小码距的

时候,这个纠删码的译码是可解的．文献[１６]中采用

基于校验矩阵的译码方法,根据１．３节中的方法描

述,当其中有f 个码元丢失时,其所需要进行的是

对校验矩阵提取的对应的f×f 满秩的子矩阵进行

矩阵求逆,以进行后续的f 个丢失码元的恢复,故
其复杂度为O(f３)．而文献[２５]中的方法根据文中

的描述,其复杂度为O(f×n２)． 证毕．
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２)可同时恢复原始数据码元和校验码元

本文所述方法中丢失的校验码元可在译码过程

中直接求得,无需额外计算．该方法可通过变换１次

性的同时求得原始数据码元以及校验码元,这也有

益于减少译码运算,降低所有失效元素恢复的时间．
而文献[２４]和文献[２５]所述方法中需要先求得

原始数据,再通过式(２)所示方程组进行运算得到丢

失的校验码元,增加了运算次数．
２．４　新方法示例

我们以在第１节中提到的 RS纠删码为例来说

明新方法的执行过程,如１．２节所述,这是１个(７,４)
系统码,首先在有限域GF(２８)上构造出该码的生

成矩阵G(其中的子矩阵P 为柯西矩阵):

G＝ I
P

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

２５４ ２５３ ２５２ ２５１
４５ １０４ ８９ ３２
２２ ４４ １０３ ８８

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

． (７)

不妨假设数据元素向量为D＝(１,２,３,４)T,则
码字向量C＝(c０,c１,􀆺,c６)T 能计算得出:C＝G×
D＝(１,２,３,４,０,２４１,１６０)T．其中有限域的构建方

法可参考文献[２６],由于篇幅原因本文不再叙述．
仍然假设码字中的第０和第２个元素失效,则

失效码元集合为F＝{c０,c２}．首先初始化译码变换

矩阵S０(子矩阵W 为单位矩阵、而子矩阵H 为该编

码的校验矩阵):

S０＝ W
H

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ S_up０

S_down０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １

２５４ ２５３ ２５２ ２５１ １ ０ ０
４５ １０４ ８９ ３２ ０ １ ０
２２ ４４ １０３ ８８ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

． (８)

首先,从失效码元序号集合F 中取出第１个元

素cs１＝c０,搜索该元素对应的矩阵S０ 中的第s１＝０
列,发现该列中的第０,７,８,９行上元素非０,形成集

合Rs１＝{０,７,８,９}．从集合Rs１ 中找出不小于７的

元素id_row＝s１
v＝７,v∈{１,２,􀆺,q}并从集合Rs１

中删除 ,然后从集合Rs１ 中按序取出各元素s１
j,j∈

{１,２,􀆺,q}∩j≠v,对译码变换矩阵做操作:

S１(s１
j,:)＝S０(s１

j,:)＋S０(７,:)×(S０(s１
j,０)∕

S０(７,０))．
操作完成后将元素s１

j 从集合Rs１ 中删除．反复

从集合Rs１ 中取出元素s１
j 并执行上述操作,直到集

合Rs１ 为空,则从F 中删除元素c０．此时,译码变换

矩阵S１:

S１＝

１ ２５５ ２５４ ２５３ ３ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １２５ ８７ ２２５ ４７ １ ０
０ ４３ ７９ ４ ２４ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

． (９)

当i＝２时,从失效码元序号集合F 中取出第２
个元素cs２＝c２,搜索该元素对应的矩阵S１ 中的第

s２＝２的列,发现该列中的第０,２,８,９行上元素非

０,形成集合Rs２＝{０,２,８,９}．从集合Rs２ 中找出数

值不小于码长７的元素id_row＝s２
v＝８,v∈{１,２,

􀆺,q},并从Rs２ 中删除id_row,然后从集合Rs２

中按序取出各元素s２
j,j∈{１,２,􀆺,q}∩j≠v,对译

码变换矩阵做操作:

S２(s２
j,:)＝S１(s２

j,:)＋S１(８,:)×(S１(s２
j,２)∕

S１(８,２))．
反复从集合Rs２ 中取出元素并执行２．２节中详

细步骤操作,直到集合Rs２ 为空．并删除元素c２ 后,
集合F 为空,循环退出．所有变换完成后,矩阵S２:

S２＝

０ ８２ ０ ９ ５ １６８ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ３９ ０ １３９ ２１６ １７０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ２０７ ０ ９７ １０８ ２４８ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

．(１０)

其中的前７行构成的子矩阵S_up２ 即为可用

作失效元素恢复的码元关系矩阵,即译码矩阵R．
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根据码元关系矩阵的定义可以,２个失效码元

可以计算得出:

　
c０＝８２×c１＋９×c３＋５×c４＋１６８×c５＝０,

c２＝３９×c１＋１３９×c３＋２１６×c４＋１７０×c５＝２．{
(１１)

３　新方法的性能分析及应用扩展

首先说明实验运行的平台信息(以下简称为实

验平台),实验平台使用了Cephv１３．２．３进行分布式

存储系统的搭建,所有纠删码代码由Python２．７实

现,但是为了编译码方法代码构建与分析的方便,没
有直接使用ceph的逻辑存储关系,系统中使用完全

相同的计算机作为存储节点．其主要配置信息为:

CPU为Inteli５Ｇ４５７０U,６MB缓存,内存容量为８GB,
而每台计算机上仅搭建１个 OSD(objectstorage
daemon)．在实验时,每个存储节点对应码字中相同

位置的１个码元,码元失效即对应的节点失效．
３．１　RS类纠删码译码的时间开销

本节实验除了使用到本文的译码方法,一方面

我们还选用了文献[２４]中的译码方法作为基于生成

矩阵译码方法的代表,选用了文献[１６]的译码方法

作为基于校验矩阵的译码方法,以及文献[２５]中的

译码方法,在同样的环境下进行运行测试．另一方

面,选用了硬件加速方法[１８]及降低有限域规模的方

法[２０]进行对比．在这些实验中,若无特别说明,用于

编译码测试的原始数据均为１０MB．
实验１．在实验平台上分别构建(４,２),(５,３),

(７,４),(７,３)柯西RS纠删码作为容错方法,计算有

限域为GF(２８)．将１０MB原始数据编码后按序存储

到各个存储节点中,分别使其中的１个和２个存储

节点失效,在用新的节点替换后,分别采用基于生成

矩阵的译码方法[２４]、基于校验矩阵的译码方法[１６]、
文献[２５]中的译码方法及本文方法重构数据,其数

据重构的时间开销分别如图７和图８所示．
总体来看,单个失效节点失效时采用基于校验

矩阵的译码方法进行数据重构的时间开销最低,新
方法略高于此,但是从２个失效节点开始,采用新译

码方法进行数据重构的时间开销就低于另外３种

方法．
实验２．在实验平台上同样构建(４,２),(５,３),

(７,４),(７,３)柯西RS纠删码作为容错方法,计算有

限域为GF(２８)．将原始数据编码后按序存储到各个

存储节点中,采用的原始数据文件大小分别为１０MB,

Fig．７　Comparisonofthetimecostoffourdifferent
methodstoreconstructasinglefailednode

图７　４种不同方法重构单个失效节点的时间开销对比

Fig．８　Comparisonofthetimecostoffourdifferent
methodstoreconstructtwofailednodes

图８　４种不同方法重构２个失效节点的时间开销对比

５０MB,１００MB,文件分块大小分别为１KB,４KB,

１MB．分别使其中的１个和２个存储节点失效,分别

采用基于生成矩阵的译码方法[２４]、基于校验矩阵的

译码方法[１６]、文献[２５]中的译码方法及本文方法重

构数据,其数据重构的时间开销分别如表２和表３
所示．从实验结果来看,在不同的文件分块大小情况

下,本文所提的方法总体上较其他方法的译码时间

开销更低．
实验３．在实验平台上构建(９,４)柯西 RS纠删

码作为容错方法,将原始数据编码后按序存储到各

个存储节点中,计算有限域为GF(２８)．可知该存储

系统的节点容错能力为５,即最多５个节点失效后,
其数据可以得到有效恢复．分别使其中的１~５个存

储节点失效,并用新的节点替换后,采用文中的方法

与本文方法进行数据重构,数据重构的时间开销变

化如图９所示．

１９５唐　聃等:RS类纠删码的译码方法



Table２　ComparisonoftheTimeCostofReconstructingaSingleFailedNode
表２　重构单个失效节点时间开销对比

参数 方法

文件分块大小∕KB

文件大小＝１０MB 文件大小＝５０MB 文件大小＝１００MB

１ ４ １０２４ １ ４ １０２４ １ ４ １０２４

(４,２)

(５,３)

(７,４)

(７,３)

文献[２４] ２８．１７ ２７．７９ ２８．４６ １２８．２９ １２２．５０ １２１．６４ ２６７．９４ ２５８．６５ ２６９．５０

文献[１６] １３．３５ １３．１７ １３．４９ ５４．５３ ５１．８６ ５６．０８ １１４．８３ １１３．２１ １１５．８１

文献[２５] １５．６６ １４．４８ １４．８０ ５６．４９ ５３．７３ ５８．０９ １１６．０８ １１５．４４ １１７．９０

本文方法 １３．９６ １３．７７ １４．１０ ５６．２７ ５３．５２ ５７．８７ １１５．８９ １１６．９２ １１６．５７

文献[２４] ３５．５４ ３５．１４ ３９．１７ １６９．０６ １６１．３５ １６８．７４ ３５０．２３ ３４２．６７ ３４８．３４

文献[１６] １６．６７ １６．４８ １８．３７ ６５．２２ ６１．６０ ６２．３８ １３２．０５ １３３．１９ １３５．８５

文献[２５] １６．９９ １７．７９ １８．７２ ６６．４６ ６２．７７ ６４．５３ １３４．３７ １３５．５３ １３８．２４

本文方法 １７．７５ １６．５６ １８．４６ ６７．３２ ６３．５９ ６４．３３ １３２．６３ １３３．７８ １３６．４５

文献[２４] ４９．８０ ４６．２６ ５９．０４ ２３８．７３ ２３５．６６ ２３７．４６ ４９１．５１ ４８２．９０ ４９５．３８

文献[１６] ２３．８５ ２２．１６ ２８．２８ ９５．１９ ９５．６４ １０３．２１ １９３．２２ １９０．６２ １９３．３９

文献[２５] ２５．６９ ２２．９４ ２９．２７ ９８．５２ ９８．９８ １０６．８２ １９９．６４ １９８．８７ １９６．０１

本文方法 ２４．２６ ２３．４６ ２４．９４ １００．７９ ９５．８２ １０９．２８ １９６．００ １９４．１２ ２００．５２

文献[２４] ６３．５７ ６２．８５ ６９．９６ ３０８．４７ ２９７．１７ ３１２．５５ ６２２．９０ ６１８．７６ ６２７．８７

文献[１６] ２８．００ ２９．６６ ３３．０２ １４５．６０ １４０．２６ １５０．３６ ２８４．５７ ２８２．６１ ２９１．６４

文献[２５] ３１．８４ ３０．４９ ３３．９５ １４７．９３ １４２．５１ １５２．７６ ２９２．５３ ２９０．５３ ２９４．８０

本文方法 ２８．２５ ２８．９２ ３３．３０ １４６．８９ １４４．３６ １５１．６９ ２９０．４９ ２８８．４９ ２９３．７０

　　注:黑体数字表示译码修复时间最短的．

Table３　ComparisonoftheTimeCostofReconstructingTwoFailedNodes
表３　重构２个失效节点时间开销对比

参数 方法

文件分块大小∕KB

文件大小＝１０MB 文件大小＝５０MB 文件大小＝１００MB

１ ４ １０２４ １ ４ １０２４ １ ４ １０２４

(４,２)

(５,３)

(７,４)

(７,３)

文献[２４] ３３．５６ ３２．８６ ３３．３２ １４４．７２ １３９．６３ １４３．２１ ３０２．１６ ２９９．８３ ３０４．２５

文献[１６] ２５．７３ ２４．７２ ２５．０８ １０４．３３ １０９．６４ １０３．２１ １８９．９１ １８４．６９ １９２．２５

文献[２５] １９．８１ １８．３８ １９．５１ ７９．９４ ７６．５９ ７９．２４ １４８．５２ １４７．３６ １４９．４８

本文方法 １４．１７ １４．４１ １４．１２ ６７．１６ ６５．７０ ６６．７２ １２２．２３ １２０．１３ １２２．８３

文献[２４] ４０．６７ ３９．５９ ４１．９１ １８８．５９ １８５．１５ １９８．８７ ３７９．２３ ３７８．３２ ３８８．４７

文献[１６] ３１．０６ ２９．８７ ３０．６２ １４８．８７ １４６．９６ １４９．６７ ２８７．０６ ２９１．２９ ２９９．５３

文献[２５] ２５．２５ ２４．１３ ２３．４７ １０２．３３ １０２．７４ １０３．９９ ２０５．６１ １９９．１９ ２０６．８６

本文方法 １７．８９ １７．５ １８．５７ ７１．１３ ７０．１４ ７４．６４ １４２．８４ １３９．５８ １４５．４９

文献[２４] ５５．８４ ５２．８１ ６１．２４ ２４７．３１ ２４２．２１ ２４４．２６ ５０５．６１ ５０１．９２ ５２０．２９

文献[１６] ３４．５６ ３４．４５ ３７．０３ １７８．８５ １７２．９７ １８１．６５ ３０６．３８ ２９３．９ ３０２．０９

文献[２５] ３２．１９ ２９．０２ ３２．９１ １３３．５ １３１．１４ １３６．７１ ２６３．５９ ２５６．８９ ２７０．３７

本文方法 ２４．６９ ２４．０５ ２３．４７ １０６．８２ １０５．３５ １０９．８１ ２０５．２９ ２０４．２３ ２０６．５１

文献[２４] ６４．１７ ６２．３５ ７３．２６ ３２７．３４ ３１４．５ ３３８．８４ ６４８．６５ ６４１．０８ ６５３．５４

文献[１６] ５２．４２ ５１．０３ ５２．９７ ２３１．１４ ２２５．２９ ２４６．３７ ４５４．８２ ４４３．５８ ４６０．９５

文献[２５] ４１．７３ ３４．９７ ３７．２２ １９１．１４ １８９．８４ １９６．４１ ３６１．２ ３６２．３１ ３７２．６１

本文方法 ２８．６９ ２８．７９ ２９．１９ １４９．０８ １４７．２７ １５２．３６ ２９５．０３ ２９４．７２ ３０２．１３

　　注:黑体数字表示译码修复时间最短的．
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Fig．９　Comparisonofthetimecostoffourdifferent
methodstoreconstructdifferentnumberoffailednodes
图９　４种不同方法重构不同数量失效节点的时间开销

对比

　　不难看出,采用基于校验矩阵的译码方法进行

数据重构的时间开销会随着所需重构节点数的增加

而逼近基于生成矩阵的译码方法,文中的方法整体

时间开销比本文要高一些,而采用新方法进行数据

重构的时间开销则总体随着所需重构数据量的增加

而线性增加．
实验４和实验５主要是将本文所提方法与硬件

加速方法Jerasure[１８]、降低有限域规模的方法[２０]进

行比较．Jerasure[１８]采用了硬件加速方法,属于硬件

类方法,其通过SSE指令集来加速编解码的速度,
并且支持不同的有限域上的编码运算,对 RS编码

和柯西 RS编码的支持较好．Jerasure已经发展到

２．０版本,该方法在仅使用SSE的情况下,依然能够

有效地提升 RS类纠删码的编译码表现．降低有限

域规模的方法主要是将运算进行分解以便在较小的

有限域上执行以降低有限域运算的开销．
实验４．在分布式存储实验平台上以柯西RS纠

删码作为其存储编码方法,柯西 RS编码参数分别

为(４,２),(５,３),(７,４),(７,３),计算有限域同样为

GF(２８)．对原始文件采用相应的编码方法进行编码

后将编码分片存储到各个存储节点中,当１个和２个

存储节点失效,分别采用硬件加速方法Jerasure[１８]、
降低有限域规模的方法[２０]和本文方法进行重构,数
据重构的时间开销分别如图１０和图１１所示．

可以看出,该方法与文献[２０]中基于降低有限

域规模的方法相比其译码效率显著提高,而稍差于

硬件加速方法Jerasure[１８]．
实验５．在实验平台上以柯西 RS纠删码作为

存储容错方法,编码参数为(８,４),计算有限域为

Fig．１０　Comparisonofthetimecostofthreedifferent
methodstoreconstructasinglefailednode

图１０　３种不同方法重构单个失效节点的时间开销对比

Fig．１１　Comparisonofthetimecostofthreedifferent
methodstoreconstructtwofailednodes

图１１　３种不同方法重构２个失效节点的时间开销对比

GF(２８)．经过编码后将数据分存在不同节点,节点

失效数目从１开始逐渐增大到４,即最大容错能力．
分别采用硬件加速方法[１８]、降低有限域规模的方

法[２０]与本文方法进行数据重构,其数据重构时间开

销如图１２所示．
从图１２中可以看出,本文所述方法的译码时间

较降低有限域规模方法大幅降低,较硬件加速方法

偏高,并随着失效节点数目的增加译码时间增长速

度较缓．
从实验４和实验５的结果来看,本文所提的方

法的译码表现比同属于软件类的非理论改进的降低

有限域规模的方法[２０]的表现要好,比基于硬件加速

方法的Jerasure[１８]表现要差一些．因本文的研究内

容及改进方法都是属于软件方法领域,故从软件方

法的角度来讲,本文所提的方法比其他软件理论改

进方法要优,而本文所提的理论方法改进与硬件方

３９５唐　聃等:RS类纠删码的译码方法



Fig．１２　Comparisonofthetimecostofthreedifferent
methodstoreconstructdifferentnumberoffailednodes
图１２　３种不同方法重构不同数量失效节点的时间开销

对比

法的改进并不是对立的,可以将理论方法改进与硬

件加速结合来进一步提升编译码效率,这可以作为

以后的一个研究方向．
３．２　适用于XOR类纠删码译码

一般而言,XOR类纠删码的构造均有一定几何

形式的规律,在编译码操作中通常会基于码链关系

进行,这种做法直观形象且更加容易理解,因此最频

繁使用的是二进制的异或运算．和 RS类纠删码一

样,XOR类纠删码也是线性码的１个子类,它继承

了线性码的所有性质,而对所有线性码的译码方法

也能适用．比如,在本文第１节中构造的 RDP码,它
的生成矩阵即为１个２４×１６的矩阵G,而原始数据

元素也可以表示为１个１６×１的列向量D,RDP码

的码字仍然可以计算得出:C＝G×D,其中矩阵G、
数据向量D 和码字向量C 中的元素均为０或者１．
所有操作涉及的乘法即为二进制与,而加法则为二

进制异或,换句话说 XOR 类纠删码的运算在有限

域GF(２)上进行．而在GF(２)中,１＋１＝０,显然其

特征为２,所以,本文中讲到的基于生成矩阵译码的

方法、基于校验矩阵译码的方法和本文提出的新方

法均能适用于XOR类纠删码．
实验６．在实验平台上,使用素数５构建１个

RDP码作为容错方法,其存储阵列尺寸为４×６,计
算有限域为GF(２)．将原始数据编码后按序存储到

各个存储节点中,分别使其中的第０个存储节点失

效,以及第０个和第２个存储节点同时失效,并用新

的节点替换后,数据重构的时间开销如图１３所示．
不难看出,对于基于二进制运算的纠删码译码,

Fig．１３　TimecostofreconstructingintheRDP

codesstoragesystem
图１３　基于 RDP码存储系统中的数据重构时间开销

采用基于码链关系的译码方法的计算时间开销最

小,本文的新方法在计算时间开销上相比略高．
但是,如第１节所述,成功使用基于码链的译码

方法进行数据重构的关键为能找到仅有１个失效元

素的码链,而如果不存在这样的码链,则显然无法使

用该方法．容易验证,使用素数５构造的EVENODD
码,假设其第０列和第２列发生错误失效(并没有超

过EVENODD码的容错能力),则无法使用基于码

链的译码方法恢复失效数据．而使用本文提出的译

码方法则能顺利恢复所有失效数据．
３．３　数据重构的参与节点规划

将纠删码作为容错方法的存储系统中,失效节

点的数据重构过程,是从有效节点中传入与失效数

据有相关性的数据并通过计算达到恢复丢失数据的

目的．通常而言,恢复丢失数据可以有不止１种重构

方案,换句话说,码元的线性表达式一般不止１个．
如果在实际存储系统的运行过程中,存在某些负载

过重的节点,则从系统整体运行效率的角度而言是

不希望这些节点再参与到重构过程中的．本节将通

过１个典型示例说明如何使用本文的译码方法规划

参与数据重构的有效节点．
继续沿用２．２节中的示例,在实验平台上构建

(７,４)柯西RS纠删码作为容错方法,将原始数据编

码后生成的各个码元按序存储到各对应存储节点

中,计算有限域为GF(２８)．该柯西 RS纠删码的生

成矩阵如式(７)所示,若数据元素向量为D＝(１,２,

３,４)T,则计算得到的码元向量为C＝(１,２,３,４,０,

２４１,１６０)T．仍然假设码元C０ 和C２ 失效,即存储系

统中第０个和第２个节点失效．将２．４节计算出的译

码矩阵记作R:

４９５ 计算机研究与发展　２０２２,５９(３)



R＝

０ ８２ ０ ９ ５ １６８ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ３９ ０ １３９ ２１６ １７０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

． (１２)

因此根据译码矩阵R 的第０行和第２行可知,
这２个失效节点上的数据全部可由式(１１)计算得

出．恢复失效码元用到的有效码元为c１,c３,c４,c５,
即存储系统中对应的第１,３,４,５个节点上的数据参

与了数据重构的过程．
若在存储系统的运行过程中,某个有效节点的

负载较重,不希望其参与数据重构的过程,则可以检

查此时的译码变换矩阵的子矩阵S_down,在矩阵

S_down 中,若该节点对应的列上存在非０元素则

可以规划该节点不参加重构运算,若该节点对应的

列上元素全部为０,则该节点必需参加到失效节点

的重构中．
具体操作时,首先检查某有效节点对应矩阵

S_down 中的列是否为全０,若不是则可以在译码方

法执行时将该列对应的码元看作失效．比如２．２节

的示例中,假设我们不希望节点１参与重构运算,则
首先检查矩阵S_down 的第１列,发现该列为(０,０,

２０７)T,不是全０列,因此节点１可以不参与重构运

算．在译码时将节点１也作为失效节点对待,即设置

F＝{c０,c１,c２},然后再执行译码方法进行数据重

构．这样最终得到的译码矩阵R:

R＝

０ ０ ０ ５４ ６ ８６ １３１
０ ０ ０ １４６ １５７ ４２ ５０
０ ０ ０ １０２ １３５ ６ ８８
０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

． (１３)

根据译码矩阵R,２个失效节点上的数据可计

算得出:

c０＝５４×c３＋６×c４＋８６×c５＋１３１×c６＝０,

c２＝１０２×c３＋１３５×c４＋６×c５＋８８×c６＝２．{ (１４)

显然节点１此时不再参与失效数据的重构．
当然,计算完成后,译码 变 换 矩 阵 的 子 矩 阵

S_down 也变为了零矩阵,换句话说,３个删除错误

已经达到了该编码的最大容错能力,任意的第４个

节点如果失效将导致所有数据丢失不可恢复．将本

来有效的节点作为失效节点,我们是使用这一策略

来规避该有效节点参与重构运算．所以,使用本文方

法来进行重构运算的节点规划时有如下结论成立:
对于r容错能力的纠删码,当有f 个节点失效

时,我们最多能避免r－f 个有效节点参与重构运

算,其中r,f 为正整数,且f≤r．

４　总　　结

本文提出了一类新的 RS类纠删码的译码方

法,该方法完全避免了在有限域上计算复杂度很高

的矩阵求逆运算,仅通过简单的矩阵初等变换,使用

加法和乘法即可对失效数据进行重构．经实验表明,
该方法与目前RS类纠删码译码主要使用的基于生

成矩阵和校验矩阵的方法相比,整体译码的计算时

间开销有较大幅度的降低．虽然是为了降低 RS类

纠删码译码计算代价提出,但该方法同样适用于

XOR类纠删码等其他类型的纠删码．此外,新的方

法经过少量改动,即可对参与重构运算的有效节点

做出动态规划,有利于平衡存储系统的整体性能．

作者贡献声明:唐聃提出了算法思路和实验方

案;蔡红亮提出指导意见并修改论文;耿微负责完成

实验并撰写论文．
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