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Abstract　 Tensor  data  (or  multi-dimensional  array  data)  are  often  generated  in  information  systems  of  various
industries, such as functional magnetic resonance imaging (fMRI) data in medicine systems and user-product data in
product  information  systems.  By  using  these  data  to  predict  the  relationship  between  tensor  features  and  univariate
responses, data empowerment can be achieved, providing more accurate services or solutions, such as disease decision
diagnosis  or  product  recommendations.  Currently  available  tensor  regression  methods,  however,  present  two  major
shortcomings: the spatial information of tensors may be lost in these models, resulting in inaccurate prediction results;
the calculation cost is too high, which results in untimely solutions or services. The two problems are more severe for
large-scale data with high-order structures. Therefore, in order to achieve data empowerment, that is, to use tensor data
to  improve  the  quality  and  efficiency  of  information  services  or  solutions,  we  propose  sparse  and  low-rank  tensor
regression model (SLTR). This model enforces sparsity and low-rankness of the tensor coefficient by directly applying

 norm  and  tensor  nuclear  norm  on  it  respectively,  such  that  not  only  the  structural  information  of  the  tensor  is
preserved but also the data interpretation is convenient. To make the solving procedure scalable and efficient, SLTR
makes  use  of  the  proximal  gradient  method  to  optimize  the  hybrid  regularizer,  which  can  be  easily  implemented
parallelly. Additionally, a tight error bound of SLTR is theoretically proved. We evaluate SLTR on several simulated
datasets and one video dataset. Experimental results show that, compared with previous models, SLTR is capable to
obtain a better solution with much fewer time costs.
Key words　 tensor regression；parallel proximal method；data interpretation；tensor norm；classification

摘　要　张量数据（或多维数组）在各个行业的信息系统中广泛存在，例如医疗系统中的功能性磁共振

成像（fMRI）数据和商品数据信息系统中的用户-产品数据 . 将这些数据用以预测张量特征与单变量响

应之间的关系，可以实现数据赋能，提供更精准的服务或解决方案，例如疾病决策诊断或商品推荐. 然而，

现有的张量回归方法存在 2 个主要问题：一是可能丢失了张量的空间信息，导致预测结果不准确；二是计

算成本过高，导致服务或解决方案不及时. 对于具有高阶结构的大规模数据而言，这 2 点则显得更为突出.
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因此为了实现数据赋能，即利用张量数据来提高信息服务或解决方案的质量和效率，提出了稀疏低秩张

量回归模型（sparse and low-rank tensor regression model，SLTR）. 该模型通过对张量系数应用 范数和张

量核范数使得张量系数具有稀疏性和低秩性两大特点，这样既保留了张量的结构信息又可以方便地解释

数据. 利用近端梯度方法优化了混合正则化器，使得求解过程可扩展且高效 . 除此之外证明了 SLTR 的严

格误差界. 在多个模拟数据集和一个视频数据集上的实验结果表明，SLTR 相比于之前的方法，在更短的

时间内获得了更好的预测性能.

关键词　张量回归；并行近端法；数据可解释性；张量范数；分类

中图法分类号　TP391

(time,

neuron,neuron)

(user,product,

location, timestamp)

N

M Xi ∈ Rp1×…×pM

yi i = 1,2,…,N

张量数据（tensor data），也称为多维数组数据，作

为一种十分常见的数据形式，经常出现在各个行业

的信息系统中，比如医疗数据信息系统 [1-2]、视频数据

信息系统 [3-5] 和商品数据信息系统 [6-7]. 利用张量数据

的信息，可以实现数据赋能，提升信息服务或者方案

的质量和效率. 例如，医疗中的功能性磁共振成像

（functional  magnetic  resonance  imaging， fMRI）数据是

由一系列 3D 数据 （3 阶数据）组成，其构成为

. 医学相关的研究人员经常使用此类

数据来推测病人是否患有某种脑部疾病，例如轻

度认知障碍和阿尔茨海默病 [1]. 另一个例子是商品

数据信息系统，平台常常将信息整合为
[7] 的 4D 数据，从而方便推出兴趣

分析、商品推荐等下游服务 . 在推荐服务中，平台需

要快速分析客户与产品的关系，并在很短的时间内

向目标客户提出建议. 在实时信息不断增长的动态

信息系统中 [6]，这一点更为突出 . 因此，从 个样本中

快速分析 阶张量变量 与其标量响应

( ) 之间的关系是许多信息系统不可或

缺的关键步骤. 将分析过程进行数学建模：

yi = ⟨W,Xi⟩+γi， （1）

⟨·, ·⟩ γi N (0,α)

α W ∈ Rp1×…×pM

其中 是内积运算符， 是假设从正态分布

中提取的噪声， 和 是需要使用所谓的

张量回归来估计的系数.

51×61×
23

M

(time,pixel,pixel,color_channel)

在信息系统的实际应用中，张量数据通常包含

2 个阻碍系数预测的问题：1）超高维设置，也就是样

本数量远小于变量数量. 例如，CMU2008 fMRI 数据

集 [8] 的每个样本都是具有 71 553 个体素的

的 3D 张量 . 然而，数据集中仅包含了 360 个样本 .
2）高阶数据是指阶数 很大的数据 . 数据的高阶结

构存在于许多领域. 例如，在处理视频分类、视频监

控或手势识别等处理视频数据的任务时 [3-4,9-10]，需要

收集 形式的高阶张量

数据.

张量数据的这些特性给张量回归带来了 2 个挑

战：1）低性能 . 高维设置会导致估计的解决方案出现

问题，因为这试图从有限的观测值中推断一个大规

模模型，即观测值的数量明显少于未知数的数量 .
2）昂贵的计算成本 . 高阶数据上的张量回归包含大

量未知变量，因此需要非常昂贵的计算成本 . 近年来

提出的方法引入了稀疏或低秩约束来解决这 2 个挑

战. 一方面，稀疏方法通常会过滤掉“无用”变量（通

常通过变量选择获得），以减少高维情况下的变量数

量；另一方面，对问题实施低秩约束会减少未知变量

的数量，这使得张量回归问题更容易处理并且更快

地解决.
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本文将先前提出的具有这 2 个结构约束的张量

回归方法分为三大类. 第 1 类是最常用的方法，它将

现有的线性回归模型直接应用于向量化张量数据，

例如将张量元素逐个堆叠到向量中. 尽管直观且直

接，但这种方法可能会丢失数据的空间结构，例如图

片中的像素关系或视频中的时间顺序. 为了保留空

间结构，引入的第 2 类方法 [11-12] 基于 CP（candecomp/
parafac）分解，它表示对有多个分量的 M 阶张量添加

结构约束. 然而，所有基于 CP 分解的方法都存在收

敛速度慢 [13] 和预测不准确的缺点，因为最佳 CP 近似

可能不存在 [14]. 为了避免这些问题，第 3 类方法 [15-16]

直接对张量数据应用结构约束（如稀疏性的 范数），

而不是其分量向量. 然而，由于计算过程中包含多个

高计算复杂度内容（包括优化多个核范数），这类方

法的计算成本通常很高. 由于其缺点，上述三类方法

无法快速有效地获得大规模数据的解决方案，因此

需要一个快速且可扩展的张量回归估计器.

l1 W

本文提出了稀疏低秩张量回归模型（sparse and
low-rank tensor regression model，SLTR）方法 ，该方法

直接应用 范数和系数 的核范数，以此来降低张量

回归问题的复杂性. 除此之外利用并行近端方法，提

出了一种快速且可扩展的解决方案. 由于该方法可

以通过多线程计算或 GPU 并行实现，其计算时间成
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本被大大降低，同时数据的结构信息也可以保留 . 实
验表明，SLTR 比以前的方法要快得多，同时保持的

性能不弱于其他方法. 总而言之，本文做出了 4 方面

贡献：

l1

1）提出稀疏低秩张量回归模型 . 通过在张量上

应用 范数和张量核范数，提出稀疏低秩张量回归

模型.
2）提出快速且可扩展的模型方法 . 为提出的模

型提供了快速计算的解决方案，这可以通过 2 层并

行化得到. 同时还证明了 SLTR 在并行实现时具有较

低的时间成本.

l1

3）理论上证明稀疏低秩张量回归的收敛速度 .
从理论上证明了模型的尖锐误差界限. 具体来说，本

文为 3 阶数据提供了更精确的误差界，证明了应用

范数和核范数的稀疏低秩张量回归的误差界. 此外

还证明了张量核范数的可分解性，这有助于其高维

分析.
4）完成模拟和真实数据集的实验 . 在多个模拟

数据集和 UCF101 视频数据集 [9] 上，将 SLTR 的预测

精度和计算时间成本与 4 种最先进的基线方法进行

了比较. 结果表明 SLTR 可以用更少的时间成本来获

得准确且可解释的解决方案. 

1　符　　号

A ∈ Rp1×…×pM M

A ∈ Rp1×p2 y ∈ Rp1

|| · ||1 l1 || · ∥∞ l∞

∥ · ∥2 || · ∥F
∥A∥∗ ∥A∥∗

用 表示一个 阶张量，大写字符表

示矩阵 ，小写字符表示向量  . 对于矩

阵， 表示逐元素的 范数， 表示逐元素的

范数， 表示谱范数 ， 是弗罗贝尼乌斯范数 ，

表示矩阵核范数， 表示张量核范数，这些可

以根据上下文来区分.

A,B ∈ Rp1×…×pM

⟨A,B⟩ =
p1∑

i1=1

…

pM∑
iM=1

Ai1…iMBi1…iM . M A

A ∈ RJ×pm m A×m A

Rp1×…×pm−1×J×pm+1×…×pM m

(A×m A)i1…im−1 jim+1…iM
=

pm∑
im=1

Ai1…iM a jim

接下来介绍张量数据的基本操作.  2 个张量

的内积是每个条目的乘积之和，定义

为 阶张量 与矩阵

的 阶乘积，表示为 ，其结果是形状为

 的张量 . 这里， 阶乘积的每个条

目为 .

附录 A 中提供了详细的符号介绍. 

2　背　　景

 

2.1　线性回归的基本估计器

线性回归（LR）总是假设预测变量和响应之间存

y = Xw+γ y ∈ RN

X ∈ RN×p w ∈ Rp γ

w ŵ =
(

XT X
)−1 XT y

N < p

XT X

p

在线性关系；  例如， ，其中 表示响应，

表示低阶变量， 是需要估计的系数，

是噪声项. 的传统估计是 . 然而，在

高维设置中，样本数量小于变量数量（ ），协方

差 不再可逆，从而给估计带来困难 . 在过去的几

十年中，人们提出了许多方法来解决高维环境中估

计困难的问题. 最常用的方法是变量选择，它通过仅

选择有用变量的子集来解决问题，从而大大减少 .
文献 [17] 提出了一种名为基本估计器 （elementary
estimator，EE）的高维线性回归快速估计器，旨在解决:ŵ = arg min

w
∥w∥1,

s.t. ∥w−
(

XT X+εI
)−1 XT y∥∞ ⩽ λ，

（2）

I ε

ŵ = S λ((XT X+εI)−1 XT y)

S λ (·) [S λ (w)]i = sgn(wi)×
max{|wi| −λ,0}

其中 是单位矩阵， 是处理不可逆样本协方差的参

数.  该估计器有一个闭式解 ，

其中 是逐元素软阈值运算符，即

.
l1

l1 l∞

y

EE 的思想是通过最小化 目标函数来获得稀疏

性，同时通过 的对偶范数（即约束中的 范数）回

归来预测变量 .  由于上述方法仅适用于向量 （即

2 阶）数据，因此本文将推导出一个新模型，通过张量

回归来学习标量响应与高阶张量之间的线性关系. 

2.2　正则化张量回归

为了降低问题的复杂性，最先进的张量回归方

法总是给出稀疏或低秩的估计假设，并使用基于范

数的正则化来求解模型.
l1

W W

l1

在许多研究中，稀疏性是通过元素级 范数来实

现的 [11-12]. 大规模的张量数据的问题求解异常耗时，

尤其是在实时或快速响应的情境下. 通过引入稀疏

性，能够将注意力集中在少数有实际意义的数据点

上，过滤掉“无用”的变量，减少了变量的数量，从而

降低了计算和存储的负担. 具体来说，假设权重张量

中只有一小部分系数是有意义的，因此 有许多

零元素. 本文使用逐元素 范数来约束权重的稀疏性

∥W∥1 =
p1∑

i1=1

…

pM∑
iM=1

∣∣Wi1…iM

∣∣ . （3）

W另一方面，之前的工作 [15-16] 也假设 是低秩的 .
高维度数据可能导致模型过于复杂，难以拟合数据，

甚至引发过拟合问题. 在这种情况下，强制执行低秩

约束有助于降低模型拟合数据的复杂性，同时保留

关键的数据模式. 在数据驱动的信息系统服务领域，

这可以有效地处理高维数据，为服务的开发提供更

坚实的基础. 可以通过张量分解进行优化，其中 CP
分解和 Tucker 分解是 2 种广泛使用的张量分解技术.

王贝伦等：面向信息系统推荐与决策的高阶张量分析方法 1699



W

与 CP 分解相比，Tucker 分解是奇异值分解（SVD）的

直接扩展，因此它更具可解释性并且可以与 SVD 方

法配合.  因此在本文中，假设 可以通过 Tucker 分
解 [18-19] 分解为

W = C×1W(1)×2W(2)×3…×MW(M)， （4）
C ∈ Rp1×…×pM ×m m

W(m) ∈ R
pm×
∏
k,m

pk

W m

{W(1),…,W(M)}
W

其中 是核心张量， 是 阶乘积运算符，

矩阵 是张量 沿第 阶展开的结果 ，

图 1 展示了 3 阶张量的示例 . 如此一来通过低秩的

 和低秩的核心张量，可以去尽可能地

估计一个低秩的权重张量 .

M

但单独通过 Tucker 分解很难直接获得张量的秩.

而且正如文献 [20] 所说，张量秩的计算是 NP 困难的.

幸运的是，文献 [21–22] 证明了在 个矩阵核范数求

和的公式中，可以使用凸张量核范数正则化作为张

量秩的凸松弛

||W ||∗ =
1
M

M∑
m=1

||W(m) ||∗， （5）

∥W(m)∥∗ ||W ||∗其中 是矩阵核范数 . 是矩阵核范数的扩

展，并且在文献 [21] 中被证明能够准确可靠地自动

获得低秩张量.
 
 

张量展开 2层并行估计 整合

数据格式转换 并行实现

稀疏化

低秩化

p
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注：首先沿每阶展开张量；然后对于每种阶展开，并行估计权重，同时通过正则化保证稀疏性和低秩；最后组合每阶的结果，得到最终结果.

Fig. 1　The basic idea of SLTR

图 1　SLTR 的基本思想

 

W

最近，文献 [15] 提出了一种名为 Remurs 的最先

进的张量回归模型，它在优化问题中对低秩和稀疏

进行约束. 文献 [15] 利用交替方向乘子法（alternating
direction  method  of  multipliers， ADMM） [23] 来 估 计 ，

但对于高阶结构数据问题而言，其计算成本很高. 

3　方　　法

M

X ∈ RN×p1×…×pM N y ∈ RN

为了解决高计算（时间）成本的问题，本文将 EE
扩展到张量数据来并行化地解决稀疏和低秩正则

化， 提 出 SLTR 方 法 .  具 体 来 说 ， 给 定 阶 张 量

的 个 样 本 以 及 相 应 的 响 应 ，

SLTR 旨在解决
Ŵ = arg min

W

∥∥W∥∥1+
∥∥W∥∥∗, (6)

s.t.


∥∥W−TP

Ä(
XT X+εI

)−1 XT y
ä∥∥
∞ ⩽ λ,∥∥W−TP

Ä(
XT X+εI

)−1 XT y
ä∥∥

2 ⩽ τ.

∥ · ∥1 ∥ · ∥∗
∥ · ∥∞ ∥ · ∥1

∥ · ∥2 ∥ · ∥∗ TP (·)
P =

{p1, p2,…, pM} R

∏
m

pm

ε,τ,λ

这里， 和 被用来解决稀疏和低秩正则化

问题. 采用类似式（2）的框架， 是 的对偶范数，

是 的对偶范数①. 张量化运算 可以被视

为向量化运算的逆运算，在给定每阶的维数  

情况下，它可以将形 的向量转换

为相应的张量. 参数 是可以调整的参数 . 此外，
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l1① 此处没有直接将这些范数函数应用于张量数据 . 请注意， 范数和张量核范数都可以轻松地重新表示为多个矩阵范数的组合，可以直接定

义它们以及张量上相应的双范数，参见式（7） . 关于对偶范数的详细内容见附录 C.



X = concat (X1,X2,…,XN) ∈ R
N×
∏

m

pm

Xi = vec (Xi)

i

， 其 中

是通过对第 个样本进行向量化而获得的. 

3.1　2 层并行方案

l1 ∥W∥1 =
1
M

M∑
m=1

∥W(m)∥1

M

由元素级 范数的定义，得到 .

将其与式 (5) 张量核范数的定义相结合，可以将式（6）

分解为 个并行的子任务：
arg min
W(1) ,…,W(M)

1
M

M∑
m=1

∥W(m)∥1+
1
M

M∑
m=1

∥W(m)∥∗,

s.t.

®
∥W(m)−W̃(m)∥∞ ⩽ λ,
∥W(m)−W̃(m)∥2 ⩽ τ.

（6）

W̃ = TP

Ä(
XT X+εI

)−1 XT y
ä

W

m =

1,2,…,M

这里， 可以被视为

的初始近似值并预先计算 1 次. 在计算完数据阶数

之后，将它们组合起来以获得最终的估计.

Ŵ =
1
M

M∑
m=1

Fm

(
Ŵ(m)

)
. （7）

Fm (·) A ∈ R
pm×
∏
k,m

pk

m

A ∈ Rp1×p2×…×pM

这里， 是将矩阵 沿着第 阶折

叠成对应的张量 的运算符.
W(m)

l1 w ≜W(m) W(m)

式（7）中的每个 都可以由并行近端算法 [24] 独

立求解，该算法在满足 2 个约束条件的同时，优化了

核范数和 范数 . 如果定义 ，那么估计 相

当于 arg min
w1 ,w2 ,w3 ,w4

f1 (w1)+ f2 (w2)+ f3 (w3)+ f4 (w4) ,

s.t. w1 = w2 = w3 = w4,
（8）

f1 (w) = ∥w∥1 f2 (w) = ∥w∥∗ f3 (w) = I{∥w−W̃(m)∥∞⩽λ} (w)

f4 (w) = I{∥w−W̃(m)∥2⩽τ} (w) . IC (w) C

w ∈C IC (w) = 0 IC (w) =∞

其中， , , ,

 表示集合 的指示函数，

如果 ，则 ，否则 . 为了优化式

（9），本文提出了一种如算法 1 中所总结的基于并行

近似的算法. 4 个邻近算子的计算是独立的，因此可

以并行计算.

算法 1. 基于并行近端的 SLTR 方法.
X ∈ RN×p1×p2×…×pM y ∈ RN W̃

T ρ ∈ [0,2]

c = (λ,λ,τ,τ)

输入： ， ，初始近似值  ，

最大迭代次数 ，学习率 ，以及调整参数

；

Ŵ =
1
M

M∑
m=1

Ŵm
输出： .

① for m = 1 to M 并行 do
W(m) =W1

(m)1 =W1
(m)2 =W1

(m)3 =W1
(m)4 =

W̃(m)

②　初始化

 ；

③　 for t = 1 to T do

④ 　　for i = 1, 2, 3, 4 并行 do

at
i = prox4ci fi

(
Wt

(m)i

)
⑤ 　　　  ；

⑥ 　　end for

at =
1
4

4∑
i=1

at
i⑦　　 ；

⑧　　for i = 1, 2, 3, 4 do
Wt+1

(m)i =Wt
(m)i+ρ

(
2at −W(m)− at

i

)
⑨　　　 ；

⑩　　end for
W(m) =W(m)+ρ

(
at −W(m)

)
⑪　　 ；

⑫　end for
Ŵm =Fm(W(m))⑬　 ；

⑭ end for
W(m)由于求解每个 的过程可以并行实现，并且在

求解每个子问题时，4 个邻近算子的计算可以进一步

并行化，因此 SLTR 方法能够以 2 层并行的方式获得

解. 附录 B 给出了这 4 个近端算子的公式. 

3.2　SLTR 应用示例

本节简要说明了所设计的 SLTR 张量回归方法

是如何在信息系统中进行应用的. 以第 6.2 节的 UCF101
数据集上的动作识别实验为例，说明了这一应用可

以提高系统的智能性和个性化服务水平，并为用户

和决策者提供更多有用的信息和功能.

(time,pixel,pixel,color_channel)

医疗康复监测任务在医疗保健领域至关重要，

它涉及对患者康复过程的实时追踪和深度分析.
SLTR 正如第 6.2 节中的动作识别结果所揭示的那样，

能够快速准确地分析和识别视频中的动作，通过与

医疗信息系统的融合，可以为康复领域带来更多的

潜力. 举例来说，当患者进行康复训练时，首先系统

利用摄像头捕获他们的运动，接着 SLTR 可以对这段

形式为 的 4 维张量数据

进行快速动作识别. 这一过程不仅可以确保患者按

照正确的方式执行康复动作，避免不正确的姿势或

运动，还能够提供有关患者康复进展的实时反馈.
除此之外，也可以将 SLTR 方法与智能视频监控

系统相结合. 在智能视频监控中，及时检测和响应异

常事件至关重要. SLTR 能够快速分析识别视频流张

量数据中的动作，从而检测到不寻常的行为或事件 .
例如，监控摄像头可以自动触发警报，当系统检测到

可能的入侵、盗窃或其他异常活动时，警报会立即传

送给相关部门或安全人员，从而提高了监控系统的

效率和效力.
总的来说，SLTR 张量回归方法在信息系统中的

应用加强了数据的智能分析、个性化服务和决策支

持能力，为各行业的信息系统提供了更多的创新和

优化机会. 
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4　理论分析

 

4.1　时间复杂度分析

O

Ç
maxm

®
pm

Å∏
k,m

pk

ã2
´å

M

SLTR 的总计算复杂度为 ，

其中分为计算初始近似值和并行求解 个估计 2 部分：

W̃

W̃

1）计算初始近似值 只涉及矩阵乘法、矩阵求

逆等简单运算，可以通过多线程计算或 GPU 轻松加

速，并作为方法的前提条件快速获得 . 仅需计算 1

次并在方法中重复使用.
M

O

Ç
pm

Å∏
k,m

pk

ã2
å

M

O

Ç
maxm

®
pm

Å∏
k,m

pk

ã2
´å

2）并行求解总共 个估计时，每个子任务由时

间复杂度为 的 SVD 过程主导 . 由于

并行性，求解 SLTR 的计算时间复杂度由 个估计中

最长的子任务主导，即 .
 

4.2　可分解性和误差界分析

首先在文献 [25] 的帮助下证明式 (5) 中张量核

范数是可分解的. Ä
M,M

⊥ä
M ⊆M ∥ · ∥∗

A ∈M B ∈M⊥ ∥A+B∥∗ = ∥A∥∗+ ∥B∥∗

定理 1. 给定一对正确定义的子空间 ，

其中 ，张量核范数 是可分解的 . 具体来说，

对于所有 和 ，有 .Ä
M,M

⊥ä
附录 D 中提供了子空间对 的定义和定

理 1 的证明.

然后陈述误差界分析的 2 个基本假设为：

W∗ k1) 稀疏性（C1）. 假设真实系数 具有 个非零元素.
W∗ R

R = max
A∈Rp1×p2×…×pM

(r⊥ (A)) r⊥ (A) A

A =
r⊥(A)∑

r=1

Ur ⟨Ur1 ,Ur2⟩ ⩾ 0 r1 ,

r2 1 ⩽ r1 ⩽ r⊥ (A) 1 ⩽ r2 ⩽ r⊥ (A)

2) 低秩性 （C2）.  真实系数 是 阶张量，其中

， 表示 的正交秩 .  正交

秩是满足 的最小值，其中 ，

， ， .

基于张量核范数的可分解性和上述 2 个假设证

明了 SLTR 的收敛速度. 本文证明了对系数直接采用

约束的张量回归模型的误差界.
W∗

λ τ

定理 2. 假设真实系数张量 满足条件稀疏性

和低秩性. 此外，假设通过控制满足约束的参数 和

来求解式（6），那么最优解满足误差界：

∥Ŵ−W∗∥F ⩽ 4
√

2

Ñ
λ

Ã
M∏

m=1

pm+τ
√

R

é
. （9）

W ∈ Rp1×p2×p3

W∗

推论 1. 如果系数是 3 阶张量，使得

且条件稀疏性和低秩性对于真实系数 而言成立，

式（6）的最优解满足误差界限：

∥Ŵ−W∗∥F ⩽ 4
√

2

Ñ
λ

Ã
M∏

m=1

pm+τmax
k=1,2,3
{R′k}

é
, （10）

rm = rank
(
W(m)

)
R′1 =

√
r1min{r2,r3} R′2 =

√
r2min{r1,r3} R′3 =

√
r3min{r1,r2}

其 中 表 示 展 开 张 量 的 秩 ，

， ， .

更详细的证明见附录 E. 

5　涉及张量的相关工作

W

R

R

R

R

文献 [11–12,26] 是基于 CP 分解提出的 . 一般来

说，这些方法不是直接估计系数张量 ，而是推断每

个子任务中每个分量的向量. 例如，文献 [11] 提出使

用广义线性模型（generalized linear model，GLM）来解

决每个子任务的广义线性张量回归模型（generalized
linear tensor regression model，GLTRM）. 此外，最近文

献 [12] 提出了利用分而治之策略的 SURF，其中子任

务具有和 ENet[27] 类似的公式. 几乎所有基于 CP 分解

的方法都需要 CP 秩 的先验知识 . 然而在实际应用

中始终对其了解甚少. 即使可以使用交叉验证等技

术从一定范围中选择 的值，但是对于大规模数据来

说，选择 值的过程也会变得复杂且计算成本昂贵 .
此外， 越大，这些方法所需的计算时间就越多.

W

l1

l1

另一组方法将结构约束直接应用于 而不是应

用在分量向量. 例如，在 Remurs[15] 中，使用了张量核

范数和 范数. 然而，这些方法的计算成本很高，因为

它们的目标函数中存在非微分正则化器 范数或核

范数并且缺乏并行性. 文献 [28] 评论了许多张量回

归模型. 在表 1 中，将 SLTR 与最先进的张量回归模

型进行比较. 显然，SLTR 在模型性能和计算时间复

杂度方面都优于其他方法. 

6　实　　验

本节将介绍本文进行的实验.实验结果表明 ，

SLTR 可以用更少的时间成本来获得准确且可解释

的解决方案.

l1 l2

1) 基线 . 使用之前提出的 4 种方法作为基线，代

表不同组的张量回归方法，包括：1）线性回归模型，

具体来说是 Lasso 和 ENet（ 范数和 范数之间的权

衡比为 0.5）； 2）Remurs[15]； 3）SURF[12].  所有方法均在

MATLAB 中实现.
2) 指标 . 对于模拟数据的实验，记录了所有方法

的计算时间成本和预测均方误差（mean squared error，
MSE）. 对于真实世界视频分类数据的实验，呈现了
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所有方法的计算时间成本和 ROC 曲线下的面积

（area under the ROC curve，AUROC）.

3) 调整参数. 所有方法的调整参数都是通过 1 折

交叉验证过程选择的，该过程以验证数据集的平均

性能作为选择标准. 有关调整参数范围的详细说明

见附录 F.

1 000
∥Wt+1−Wt∥F
∥Wt∥F

⩽ 10−4

W̃

4) 其他设置 . 将所有方法的最大迭代次数设置

为 ，并让它们在 时终止. 将每

个实验运行 10 次，并报告这 10 次实验的指标平均

值. 此外，在报告计算（时间）成本时，删除了计算初

始近似值 所花费的时间，因为这个初始近似值被

认为是求解 SLTR 的前提，并且在良好的实验环境下

可以在很短的时间内获得近似. 

6.1　模拟数据实验

W∗ ∈
Rp1×p2×…×pM X ∈ RN×p1×p2×…×pM

N (0,1) W s 0

yi = ⟨W∗,Xi⟩+εi y ∈ RN α

εi

N (0,1)

模拟数据集通过 3 个步骤生成 ： 1）生成

和 ，其中每个元素均取自

正态分布 . 2）随机设置 的 个元素为 . 3）计
算关于  的响应 . 这里， 控制噪

声的比例（一般设置为一个较小的值）， 也是从正态

分布 生成的.

s = 80% α = 0.1

N = 8%
M∏

m=1

pm

首先，在 3D 和 4D 模拟数据上实验 SLTR. 设置

稀疏度 和噪声因子 . 3D 和 4D 数据的

样本数量分别通过 确定 . 所有方法的时

间成本如图 2 所示 . 显然与基线相比，不仅 SLTR 的

串行版本具有较低的时间成本，而且 SLTR 的并行实

现在时间成本上也取得了更明显的改进. 值得注意

的是，SURF 的代码不适用于 4D 数据，因此在子图中

相应地省略了它，这也表明了其在更广泛应用中的

局限性.
表 2 中呈现了这些模拟数据集的估计 MSE. 结

果表明，在大多数情况下，SLTR 获得了最佳解决方

案，而在其他情况下，SLTR 计算的估计仅比最佳解

决方案差一点. 图 2 和表 2 中的实验结果表明 SLTR
能够花费更少的时间获得足够好的解决方案.

20×20×5 N

s = 80% α = 0.1

N = 150

此外，让数据的形状为 ， 从 50 到  400
变化，设置稀疏度 和 .  附录 F 中表 F4
所示的 MSE 值表明 SLTR 在几乎所有条件下都获得

了最优解. 注意，对于 ，SLTR 的MSE 值是0.929 5，
仅仅比 Remurs 的 MSE 值（0.919 0）多一点，但这个值

比其他方法的 MSE 值少很多，比如 SURF 的是 0.995 3

 

Table 1　Comparison  Between  SLTR  and  Other  Tensor

Regression Models

表 1   SLTR 与其他张量回归模型的比较

方法 计算瓶颈 无需指定秩 充分稀疏 结构保留

SLTR（本文） O
(
maxm

{
pmP2

\m
})

✓ ✓ ✓

Remurs O

(
M∑

m=1

{pmP2
\m}
)

✓ ✓ ✓

GLTRM O

(
R

M∑
m=1

p3
m

)
× ✓ ✓

orTRR O
(

MP3
)

✓ × ✓

SURF O

(
T N

M∑
m=1

P\m

)
× ✓ ✓

LR O
(
NP2

)
× ✓ ×

注：T N M R

P =
M∏

m=1

pm P\m =
M∏

k,m

pm

表示迭代方法的迭代次数， 是样本数， 是数据阶数， 是 CP-

rank. 和 . 无需指定秩是指方法能否自动地探索所需

要的最佳的张量秩而不是通过超参数提前指定；充分稀疏是指模型权重
是否具有充分的稀疏性；结构保留是指方法能否保留数据中的结构
信息.
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0.5
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s = 80%Fig. 2　Logarithmic computational (time) cost of SLTR and baselines on simulated datasets with the sparsity level 

s = 80%图 2　在稀疏级别  的模拟数据集上 SLTR 和基线的对数计算（时间）成本
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和 ENet 的是 1.6502.

此外记录了 SLTR 和基线交叉验证的总时间来

比较计算成本. 由于 SURF 的精度较差，因此不予考

虑. 结果显示在表 3 中. 实验中，为了公平起见，SLTR

和 Remurs 的交叉验证组数分别为 147 和 49. 结果表

明，在交叉验证中 SLTR 的时间比 Remurs 少 1~2 个

数量级，并且随着数据规模的增大，这种优势变得越

来越明显. 原因就在于 SLTR 的初始估计在交叉验证

之前仅计算 1 次，而对于 Remurs，则在每次迭代中都

需要再次计算.
 
 

Table 3　Total Time of Cross Validation in Different Methods
 

表 3   不同方法的交叉验证总时间 s

数据大小 SLTR（本文） Remurs

30×30×5 16.793 568 510.050 226

35×35×5 20.212 862 602.292 492

40×40×5 6.509 343 684.737 448

20×20×10×5 10.975 796 1 474.090 235

25×25×10×5 16.936 689 3 060.085 998

30×30×10×5 23.276 677 3 394.478 247

注：粗体数字为最短时间， 表示计算成本最小.
 

6.2　动作识别视频数据集实验

动作识别任务经常应用于许多信息系统当中，

包括医疗系统、视频监控系统等. UCF101[9] 是一个用

真实动作视频做动作识别的数据集，本文在该数据

×

32 ×24

15×32×24 80%

集上测试了提出的方法. 该数据集从 YouTube 收集

了 101 个动作类别的 13 320 个视频 . 每个视频的时

长不同，从小于 2s 到大于 10s 不等，每帧的分辨率

为 320 像素 240 像素 .  实验专注于二元分类任务 ，

并选择 3 对类别：  ApplyEyeMakeup 与 ApplyLipstick、
BaseballPitch 与 Basketball 以 及 BodyWeightSquats 与

Bowling. 从每个视频中统一提取固定间隔的 15 帧并

将其转换为灰度图. 对于每一帧，通过平均相邻像素

将其大小调整为 像素 像素，所以每个样本都是

一个 张量 . 对于每对类别，选择 的样

本作为训练样本，20% 的样本用于测试. 实验采用 2 个

指标，即运行时间和 AUROC 值来比较方法的性能.
表 4 显示了 SLTR 几乎达到了最佳 AUROC 值，

并且其时间成本优于所有基线，方法 SLTR 比其他方

法快几个数量级.  对于其他方法 ，只有 Remurs 的

AUROC 值与 SLTR 相当 . 在第 1 对标签中，SLTR 的

AUROC 值稍小，但其时间成本比 Remurs 要少得多，

同时 SLTR 的 AUROC 值比 SURF 和其余 2 个线性模

型要好得多. 在其他 2 种情况下，  SLTR 具有更准确

的估计和更少的时间成本.
文献 [29] 强调了机器学习方法的可解释性 . 本

文在图 3 可视化了估计权重，热图显示了 SLTR 的可

解释性.  例如，在“ApplyEyeMakeup”标签的视频中，

模型的注意力（即高估计权重）主要集中在眼睛上

（图 3 中的第 1 行 ）.  Remurs 显示了类似的解释 ，而

SLTR 的估计则更加稀疏 . SURF 估计值全为 0，这解

释了其糟糕的 AUROC 值. 线性方法只关注一些无法

帮助解释的点. 此分类任务的实验表明 SLTR 能够以

更少的时间成本获得准确且可解释的解决方案.
比较 SLTR 和 Remurs 的交叉验证时间，结果列

于表 5 中. 表 5 表明 SLTR 在交叉验证中比 Remurs 具有

更显著的时间优势，因为它比 Remurs 少 2 个数量级.
表 5 的实验结果表明，SLTR 能够在几乎达到最

佳 AUROC 值的同时，具有较低的时间成本 . 这对于

信息系统中的实时决策支持至关重要. 例如，在智能

视频监控系统中，捕获到视频的张量数据之后 ，

 

Table 2　MSE  of  Different  Methods  on  Simulated  Dataset

with Different Sizes of Data

表 2   各个方法在具有不同数据大小的模拟数据集的 MSE

数据大小 SLTR（本文） Remurs SURF Lasso ENet

30×30×5 0.918 6 0.9190 0.928 9 1.938 1 1.937 7

35×35×5 0.933 6 0.9370 0.952 7 2.014 7 2.014 7

40×40×5 0.9073 0.907 2 1.000 6 2.105 9 2.106 5

20×20×10×5 0.915 0 0.9177 2.138 8 2.137 3

25×25×10×5 0.907 1 0.9101 1.969 6 1.969 6

30×30×10×5 0.911 0 0.9123 1.975 4 1.974 5

注：粗体数字表示最佳结果，下划线值表示次佳结果.

 

Table 4　Time Cost and AUROC Value on UCF101 Dataset

表 4   UCF101 数据集上的时间成本和 AUROC 值

标签对
SLTR（本文） Remurs SURF Lasso ENet

AUROC 运行时间/s AUROC 运行时间/s AUROC 运行时间/s AUROC 运行时间/s AUROC 运行时间/s

ApplyEyeMakeup 与 ApplyLipstick 0.931 953 0.002 407 0.945 266 47.853 97 0.640 53 0.037 561 0.880 06 0.435 661 0.887 556 0.423 819

BaseballPitch 与 Basketball 0.995 074 0.000 889 0.995 074 57.556 61 0.786 95 0.504 165 0.964 194 0.147 045 0.965 473 0.603 081

BodyWeightSquats 与 Bowling 0.977 56 0.001 211 0.946 704 64.628 6 0.322 58 0.067 25 0.919 753 0.557 569 0.930 556 0.480 47

注：粗体数字表示最佳结果， 下划线值表示次佳结果.
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SLTR 快速完成对数据的分析，从而实时检测异常活

动，为安全人员提供快速决策支持，减少响应时间，

提高系统的效能. 

6.3　实验总结

总的来说，本文在模拟数据和 UCF101 视频数据

集上，将 SLTR 与 4 种最先进的基线方法进行了预测

精度和时间成本上的比较. 结果为：

1) 模拟数据集的结果表明， SLTR 在大多数情况

下获得了最佳解决方案，同时花费更少的时间 . 在

SLTR 和基线 Remurs 交叉验证的总时间的比较上 ，

SLTR 比 Remurs 少 1~2 个数量级.

2) 在动作识别视频数据集实验中，SLTR 几乎达

到了最佳 AUROC 值，并且其时间成本优于所有基线，

在交叉验证中比 Remurs 具有显著的时间优势.

3) SLTR 在模拟数据集和 UCF101 视频数据集上

的出色表现意味着在信息系统中，使用 SLTR 可以更

准确地预测与数据相关的事件、趋势或用户行为，同

时在时间成本上的明显优势也意味着可以更快速地

响应数据变化，提供实时决策支持 . 这对于个性化推

荐、异常检测等领域的决策支持非常重要，为信息系

统提供了更高效、更准确的数据分析和决策支持.
 

7　总　　结

本文提出了一种快速且可扩展的张量回归方法

SLTR，SLTR 直接对问题施加结构约束，同时还提出

了 2 层并行解决方案来有效地求解模型. 本文的工作，

即快速分析张量数据的关系，为各类信息系统研发

下游服务提供了可靠方法. 例如，在医疗数据信息系

统中，该模型可以应用于高维功能性磁共振成像数

据，以分析大脑活动与疾病症状之间的关系，辅助医

疗人员诊断疾病.

未来的工作将探索 SLTR 在数据维度表示特殊

关系数据上的变化. 例如，视频数据的时间维度应该

具有时间依赖性，在这种关系上添加额外的约束将

提高 SLTR 在特定视频分析应用程序中的性能. 此外

将在更一般的情况下，把模型 SLTR 扩展到有关张量

对向量或张量对张量的回归任务上.
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注：选择 4 个示例视频中的 1 帧并显示估计权重的热图.

Fig. 3　Examples of estimated weights

图 3　估计权重的示例
 

Table 5　Detailed  Time  on  UCF101  Video  Data  in  Cross

Validation
 

表 5   UCF101 视频数据在交叉验证中的详细时间 s

标签对 SLTR（本文） Remurs

ApplyEyeMakeup 与 ApplyLipstick 6.889 112 525 692.231 181

Archery 与 BabyCrawling 7.028 544 625 625.536 704

BalanceBeam 与 BandMarching 7.279 161 013 633.608 475

BaseballPitch 与 Basketball 6.865 089 138 678.267 903

BasketballDunk 与 BenchPress 6.952 039 188 708.656 48

Biking 与 Billiards 6.930 801 7 698.477 735

BlowDryHair 与 BlowingCandles 6.749 710 2 839.154 294

BodyWeightSquats 与 Bowling 6.638 173 225 701.628 673

BoxingPunchingBag 与 BoxingSpeedBag 7.354 547 413 680.790 876

BreastStroke 与 BrushingTeeth 6.569 058 275 698.097 274
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附录 A. 可重构分组处理流水线开发接口规范.

1 向量和相关操作

M

M

A ∈ Rp1×p2×…×pM M M

定义 A1. 阶张量 . 张量数据，也称为多维数组，

是一种通用的多维数据形式. 具体来说， 阶张量

 总共具有 维（或 阶）. 具体来说，1

阶张量是向量，2 阶张量是矩阵.
V (·)

M Rp1×p2×…×pM

TP (·)

P = {p1,…, pM}
2×3

定义 A2. 向量化和张量化 . 向量化表示为 ，

是将 阶张量的元素堆叠到具有相应大小

的矩阵中的过程. 张量化表示为 ，是向量化的逆

过程，它根据每阶的大小将向量重新排列为张量，该

张量的每阶维数 . 值得注意的是，向量

化和张量化的遍历元素的顺序应该相同. 以 张量

为例，假设有

A =
Å

1 2 3
4 5 6

ã
∈ R2×3. （A1）

然后通过先遍历第 1 维并接着遍历第 2 维来对

其进行向量化，有

a = V (A) = (1 4 2 5 3 6) ∈ R6. （A2）
P = {2,3} TP (a)

1 (1,1) 4 (2,1)

TP (V (A)) =A

给定 ，用 进一步对其进行张量化，

需要将 放在位置 ，将 放在 位置，同样的方

法分别定位其他元素. 因此，这样，张量化和矢量化

是一对逆运算，有 .

3×4×5

3×20 12×5

m Um (A) = A(m)

n

(i1, i2,…, iM) (im, j)

定义 A3. 张量展开和折叠 . 展开，也称为矩阵化，

是将张量重新排列成矩阵的过程. 张量展开的结果

由张量展开的阶决定. 例如，一个 张量可以沿

1 阶展开为 矩阵，或沿 2 阶展开为 矩阵，依

此类推. 沿 阶展开张量由 表示，它将阶

数 的纤维收集为所得矩阵的列 . 使用文献 [1] 符号，

位置 处的元素映射到位置 处的矩阵

元素，其中

j = 1+
M∑

k=1,k,m

(ik −1) Jk with Jk =

m−1∏
l=1,l,m

pl. （A3）

A ∈ R2×2×2假设有一个张量 ，最后一个维度的切

片为

A : : 1 =

Å
1 2
3 4

ã
,A : : 2 =

Å
5 6
7 8

ã
. （A4）

A然后沿每阶展开 得到

A(1) =

Å
1 2
3 4

5 6
7 8

ã
（A5）

A(2) =

Å
1 3
2 4

5 7
6 8

ã
， （A6）

A(3) =

Å
1 3
5 7

2 4
6 8

ã
. （A7）

m

需要注意的是，不同的论文可能会使用不同的

列顺序来进行 阶展开 . 然而总的来说，在本文中列

的顺序并不重要.

Fm (·) m

F1

(
A(1)

)
=A F1 (Um (A)) =A

与张量化和向量化类似，折叠操作是展开的逆

操作.  令 表示沿第 阶折叠展开的张量 ，有

等. 一般来说， .

A,
B ∈ Rp1×p2×…×pM

定义 A4.  张量内积 .  2 个大小相同的张量

的内积是所有张量元素的乘积之和.

⟨A,B⟩ ⩾
p1∑

i1=1

…

pM∑
iM=1

Ai1…iMBi1…iM， （A8）

⟨A,A⟩ = |(|A|)|2F因此有 .

A ∈ Rp1×…×pM m

Z ∈ RJ×pm A×m Z p1×…×
pm−1× J× pm+1×…× pM m

定义 A5. m 阶乘积 . 张量 与矩阵的

阶乘积 表示为 ，结果的大小为 

. 具体来说， 阶元素的乘积是

(A×mZ)i1…im−1 jim+1…iM
=

pm∑
im=1

Ai1…iM Z jim . （A9）

AJ×K×L

定义 A6. CP（candecomp/parafac）分解 . 张量可以

分解为分量向量的外积之和.  例如，一个 3 阶张量

可以分解为

A =
R∑

r=1

ar ◦ br ◦ cr， （A10）

R ∈ Z+ ar ∈ RJ br ∈ RK

cr ∈ RL

其中 ，被命名为 CP-rank.  此外 ， ，

分别表示每阶的分量向量 . 具体来说，每个元

素可以写为

A jkl =

R∑
r=1

ar jbrkcrl. （A11）

A ∈ RJ×K×L

定义 A7. Tucker 分解 . Tucker 分解是奇异值分解

（SVD）对高阶数据的直接扩展 . 因此，很多论文都将

其称为高阶奇异值分解（HOSVD）. 通过 Tucker 分解，

张量被分解为核心张量乘以每阶的矩阵. 具体来说，

对于 3 阶张量 ，有

A = C×1 X×2Y×3 Z， （A12）
C ∈ RD×E×F X ∈ RJ×D Y ∈ RK×E Z ∈

RL×F C

其中 是核心张量 ， , , 

 是因子矩阵. 核心张量 中的元素表示不同成分

之间的交互. 

附录 B. SLTR 的近端算子.

l1

当使用的算法求解 SLTR 时，需要为总共 4 个函

数定义近端运算符. 具体来说，对于与 范数相关的
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这 2 个函数，有

prox4λ∥W∥1 (W) = S 4λ (W) （B1）

和

prox∥W−Z∥∞⩽λ (W) =


Zi j,
∣∣Wi j −Zi j

∣∣ ⩽ λ，
Zi j +λ,Wi j−Zi j > λ，

Zi j −λ,Wi j−Zi j < −λ.
（B2）

S λ (·) [S λ (A)]i j =

sgn
(
Ai j

)
max{

∣∣Ai j

∣∣−λ,0}这里， 是一个逐元素软阈值运算符，

.

A

A = UΣVT Σ U

V

然后，基于奇异值分解（SVD）计算另外 2 个与核

范数相关的近端算子. 对于矩阵 ，SVD 将其分解为

，其中 是对角矩阵，对角线为奇异值， ，

是相应的左右奇异值向量. 基于 SVD，有

prox4τ∥W∥∗ (W) = US4τ (Σ)VT （B3）

和

prox∥W−Z∥spec⩽τ (W) =

®
Z,σmax (Σ) ⩽ τ.

USτ (Σ)VT+ Z,σmax (Σ) > τ.
（B4） 

附录 C. 混合范数的对偶范数.

R (w) =
∑
β

cβRβ(wβ)∑
β

wβ = w
β c

Rβ (·)
R∗ (w) =maxβR∗β(wβ)/cβ

定理 C1. 假设有混合正则化器 ，

其中 ， 是 I的元素， 是包含每个分量范数

正则化参数的向量 ，那么它的对偶范数就是

.

证明. 对偶范数可以由下式导出：

R∗ (w) =sup
u

⟨w,u⟩
u
= sup

uβ

∑
β

⟨wβ,u⟩∑
β

cβRβ(wβ)
=

sup
uβ

∑
β

⟨wβ,u/cβ⟩∑
β

Rβ(wβ)
⩽

sup
uβ

∑
β

R∗β
(
u/cβ

)
R(wβ)∑

β

Rβ(wβ)
⩽

maxβR∗β (u)/cβ. （C1）

W =
M∑

m=1

1
M

W(m) w c = (λ1,…,

λM , τ1,…, τM)

因此当用 代替 时，定义

，并定义

l(W) = ∥y−⟨W,X⟩∥22 （C2）

和

cR (W) = inf

{
M∑

m=1

cm∥W(m)∥1+
2M∑

q=M+1

cq∥W(q−M)∥∗

}
，

（C3）
有

R∗ (W) =max
{
∥W(1)∥∞,…,∥W(M)∥∞,∥W(1)∥2,…,∥W(M)∥2

}
.

（C4）
证毕. 

附录 D. 张量核范数的可分解性.

∥W∥∗ =
1
M

M∑
m=1

∥W(m)∥∗Ä
M,M

⊥ä定理 D1. 张量核范数 是可分

解的一对子空间 . 具体来说，

∥W+V∥∗ = ∥W∥∗+ ∥V∥∗. （D1）

W ∈M (U,V) V ∈M⊥
(U,V) M(U,V) =

{W ∈ Rp1×p2×…×pM |col(W(1)) ⊆ U1, …, col(W(M)) ⊆ UM

row(W(1)) ⊆ V1,…,row(W(M)) ⊆ VM} M
⊥

(U,V) = {W ∈
Rp1×…×pM |col(W(1)) ⊆ U⊥1 , …, col(W(M)) ⊆ U⊥M , row(W(1)) ⊆
V⊥1 ,…,row(W(M)) ⊆ V⊥M} row (·) col (·)

Um Vm

W(m) Um ⊆ Rp
m Vm ⊆ Rp1×p2×…×pm−1×pm+1×…×pM

对于所有 和 , 

,

和

 
. 这里， 和 分别是行

空间和列空间. 和 是一对沿着 m 阶展开的张量

的子空间，  和 .
W ∈M (U,V) V ∈M⊥

(U,

V) m W(m) V(m)

row(W(m)) ⊆ Vm row
(
V(m)

)
⊆ V⊥m col(W(m)) ⊆

Um col
(
V(m)

)
⊆ U⊥m Vm ⊥ V⊥m Um ⊥ U⊥m

∥W(m)+V(m)∥∗ = ∥W(m)∥∗+ ∥V(m)∥∗

证明. 对于任意一对张量 和

，它们的 阶展开张量 和 具有正交的行空间和

列空间. 因为 , ，

， 和 和  . 这意味着它

们满足矩阵核范数的可分解性，即矩阵核范数

，这样就得到了展开张

量的正交性.
证毕.

(W+V)(m) =W(m)+V(m)

然后，注意展开操作不会改变张量的元素，因此，

有 . 因此，2 个张量之和的张量

核范数可以重新表述为

∥W+V∥∗ =
1
M

M∑
m=1

∥(W+V)(m)∥∗ =
1
M

M∑
m=1

∥W(m)+V(m)∥∗ =

1
M

M∑
m=1

(
∥W(m)∥∗+ ∥V(m)∥∗

)
= ∥W∥∗+ ∥V∥∗.（D2）

因此，通过定理 D1 中正确定义的子空间对，证

明了张量核范数的可分解性. 

附录 E. 误差界证明.

W∗ k稀疏性：真实系数 完全稀疏，具有 个非零元素.
W∗ R R =低 秩 性： 真 实 系 数 是 阶 张 量 ， 其 中  
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max
A∈Rp1×p2×…×pM

(r⊥ (A)) r⊥ (A) A

A =
r⊥(A)∑

r=1

Ur ⟨Ur1 ,Ur2⟩ = 0,r1 , r2

1 ⩽ r1 ⩽ r⊥ (A) ,1 ⩽ r2 ⩽ r⊥ (A)

 和 表示 的正交秩 . 正交秩

是满足  的最小数，其中

对于 .

W∗

λ τ

定理 E1. 假设真实系数张量 满足条件稀疏性

和低秩性. 此外，假设通过控制参数 和 满足约束来

求解 SLTR，那么，最优解满足以下误差界：

∥Ŵ−W∗∥F ⩽ 4
√

2

Ñ
λ

Ã
M∏

m=1

pm+τ
√

R

é
. （E1）

l1 R1 (·) = || · ∥1 R∗ (·) = ∥ · ∥∗
∆1 = Ŵ∥·∥1 −W

∗ ∆2 = Ŵ∥·∥∗ −W
∗

Ŵ∥·∥1

Ŵ∥·∥∗ l1

∆ = ∆1+∆2 β = λ β2 = τ I = {1,2}
∥∆∥F

证明. 在本文方法中，利用 2 个正则化器，逐元

素的 范数 和张量核范数 . 因

此，首先令 和 ，其中 ，

分别是最小化元素级 范数和张量核范数的解 .

此外，设 ，调整参数 ， ， .

那么 Frobenius 误差 有界如下：

∥∆∥2F =⟨∆,∆⟩=
∑
α∈I

⟨∆,∆α⟩⩽
∑
α∈I

|⟨∆,∆α⟩|⩽2
∑
α∈I

βαRα (∆α) ⩽

2
∑
α∈I

βα

Rα

∏
Mα

(∆α)

+βαRα

∏
Mα

(∆α)

 ⩽
4
∑
α∈I

βαRα

∏
Mα

(∆α)

 . （E2）

Hölder

α ∈ I |⟨⟨∆,∆α⟩⟩| ⩽R∗α (∆)Rα (∆α) ⩽ 2βαRα (∆α)

⟨⟨A,B⟩⟩ =
∑

i

∑
j

Ai jBi j

Ψ
(
Mα

)
Mα

在式 (E2) 中，第2 个不等式来自 不等式的应用，

即对每个 ， ，

其 中 表 示 迹 内 积 ， 这 里 用

来表示空间 的兼容性为：

Ψ
(
Mα

)
= sup
U∈Mα\0

Rα (U)
∥U∥F

. （E3）

E2有式（E3），式 ( ) 被重写为

∥∆∥2F ⩽ 4
∑
α∈I

βαΨ
(
Mα

)∥∥∥∥∥∥∏
Mα

(∆α)

∥∥∥∥∥∥
F

. （E4）

∥∥∥∥∥∥∏
Mα

(∆α)

∥∥∥∥∥∥
F

α∥∥∥∥∥∥∏
Mα

(∆α)

∥∥∥∥∥∥
F

E2

E4 ∥∆α∥2F ⩽ 4βαΨ
(
Mα

)∥∥∥∥∥∥∏
Mα

(∆α)

∥∥∥∥∥∥
F

现在，考虑 . 请注意，映射算子是根据

Frobenius 范数定义的，这使得它对于所有 来说成本

并不高昂，使得 . 此外，类似于式 ( ) 和式

( )，有 .

因此得到

Ñ∑
α∈I

∥∥∥∥∥∥∏
Mα

(∆α)

∥∥∥∥∥∥
F

é2

⩽

(∑
α∈I

∥∆α∥F

)2

⩽ |I |
∑
α∈I

∥∆α∥2F ⩽

4 |I |βαΨ
(
Mα

)∥∥∥∥∥∥∏
Mα

(∆α)

∥∥∥∥∥∥
F

， （E5）

因此

∑
α∈I

∥∥∥∥∥∥∏
Mα

(∆α)

∥∥∥∥∥∥
F

⩽ 4 |I |βαΨ
(
Mα

)
. （E6）

E6 E4将式 ( ) 插回到式 ( ) 中，Frobenius 范数误差

界导出为

∥∆∥2F ⩽ 16 |I |
(∑
α∈I

βαΨ
(
Mα

))2

, （E7）

因此

∥∆∥F ⩽ 4
√
|I |
∑
α∈I

βαΨ
(
Mα

)
. （E8）

I = {1,2} R1 (∆1) = ∥∆1∥1
R2 (∆2) = ∥∆2∥∗ l1 R1 (∆1) = ∥∆1∥1

回顾方法的公式，有 和 ,

. 对于 范数 ，文献 [1] 已

经证明了它的可分解性. 因此，很容易得到

Ψ
(
M1

)
= sup
U∈Mα\0

∥U∥1
∥U∥F

⩽

Ã
M∏

m=1

pm. （E9）

R2 (∆2) = ∥∆2∥∗

∥A∥∗ ⩽
√

R∥A∥F R =

max
B∈Rp1×pM

{rank⊥ (B)} rank⊥ (B) B

至于张量核范数 ，已经在本文证明

了它的可分解性，并且之前的文献 [2−3] 已经证明了

它的上限. 文献 [3] 提出了由 Frobenius 范数给出的张

量核范数的最紧上限，即  .  这里

 ，其中 表示任意非零张量

的正交秩. 因此，有

Ψ
(
M2

)
= sup
U∈Mα\0

∥U∥∗
∥U∥F

⩽
√

R. （E10）

Ψ
(
M1

)
，Ψ
(
M2

)
E8将 与式 ( ) 结合，最终得到以

下误差上限：

∥∆∥F ⩽ 4
√

2

Ñ
λ

Ã
M∏

m=1

pm+τ
√

R . （E11）

证毕.

W ∈ Rp1×p2×p3推论 E1. 如果系数是一个 3 阶张量

且条件稀疏性和低秩性成立，SLTR 的最优解满足以

下误差界：

∥Ŵ−W∗∥F ⩽ 4
√

2

Ñ
λ

Ã
M∏

m=1

pm+τR′

é
, （E12）

其中
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R′=max
¶√

r1min{r2,r3},
√

r2min{r1,r3},
√

r3min{r1,r2}
©
，

（E13）

rm = rank(W(m))其中 表示展开张量的秩.

rm = rank(W(m)),m = 1,2,3

证明. 对于 3 阶张量，在给定其展开矩阵的核范

数的情况下，文献 [4] 提出了张量核范数的上限 . 具
体来说，令 ，则

∥∆∥∗ ⩽
1
3

Å√
min{r2,r3}∥∆(1)∥∗+

√
min{r1,r3}∥∆(3)∥∗+√

min{r1,r2}∥∆(3)∥∗
ã
⩽

1
3

Å√
r1min{r2,r3}∥∆∥F+√

r2min{r1,r3}∥∆∥F+
√

r3min{r1,r2}∥∆∥F
ã
⩽

max
ß√

r1min{r2,r3},
√

r2min{r1,r3},√
r3min{r1,r2}

™
∥∆∥F. （E14）

Ψ
(
M2

)
因此 即为

Ψ
(
M2

)
= sup
U∈Mα\0

∥U∥∗
∥U∥F

⩽max
ß√

r1min{r2,r3},

√
r2min{r1,r3},

√
r3min{r1,r2}

™
. （E15）

(E15) Ψ
(
M2

)
E8

Ψ
(
M2

)用 式 中 的 替 换 掉 式 ( ) 中 的

，有最终的误差界：

∥∆∥F ⩽ 4
√

2
(
λ

Ã
M∏

m=1

pm+τmax
ß√

r1min{r2,r3},

√
r2min{r1,r3},

√
r3min{r1,r2}

™)
. （E16）

证毕. 

附录 F. 更多实验的内容.
 

1　实验设置

数据集：将 SLTR 与模拟数据集和真实世界

fMRI 数据集的基线进行比较. 具体来说，模拟数据集

是通过 3 个步骤生成的：

W ∈ Rp1×p2×…×pM X ∈ RN×p1×p2×…×pM

N (0,1)

1） 生成 和 ，每个

元素均取自正态分布 .
W s%2） 随机设置 的 的元素为 0.

yi = ⟨W,Xi⟩+αεi y ∈ RN

α εi N (0,1)

3） 计算相对于 的响应 . 这

里 控制噪声的比率，噪声 是根据正态分布

生成的.
为了在各种模拟数据集上测试 SLTR 和其他方

法，根据表 F1 中显示的设置生成多个模拟数据集 .
除了模拟数据集之外，本文还在 UCF101 数据集上进

一步实验 SLTR.

1 000∥∥W t+1−W t
∥∥

F∥∥W t
∥∥

F

⩽ 10−4

其他设置：在实验中，所有方法的所有调整参数

都是通过 5 倍交叉验证程序选择的，该程序以验证

数据集的平均 MSE 作为选择标准 .  通过交叉验证

选择的调整参数范围如表 F2 所示 . 至于实验环境，

所有实验均在具有 2 个 Intel Xeon Silver 4216 CPU 和

256 GB RAM 的 Linux 服务器上实现 .  而且，出于比

较的公平性，使用 MATLAB 来实现所有方法. 将所有

方法的最大迭代次数设置为 ，并让它们在

 时终止 . 将每个实验运行 10 次，

并报告这 10 次实验的平均性能. 

2　模拟数据上的实验

表 F3 显示了模拟数据集上方法的 MSE 值. 结果

表明，在大多数情况下，SLTR 获得最佳解决方案，而

在其他情况下，SLTR 计算的估计仅比最佳解决方案

差一点. 因此，SLTR 能够花费更少的时间获得不比

通过基线方法获得的最佳解决方案差的解决方案.

20×20×5 N s = 80%
α = 0.1

N = 150 0.929 5

此外，在高维设置中测试 SLTR，让数据的形状

为 ， 从 50~400 变化，稀疏度为 ，噪

声因子设置为 .  表 F4 中显示的  MSE 值表明

SLTR 在几乎所有条件下都获得了最佳解决方案 . 请
注意，对于 ，即使 SLTR 的  MSE 为 ，这

比 Remurs 的  MSE (0.919 0) 差一点，但它比其他方法

的结果要好得多：SURF 的 MSE 为 0.995 3 和  ENet 的
MSE 为 1.6502. 

3　在行为识别视频数据集上的参数调整

10−2 1 τ 10−4

在 UCF101 数据集上，进行了 5 倍交叉验证来调

整方法超参数. 在 SLTR 中，在 ~ 选择 ，在 ~

 

Table F1　Parameter Settings for Data Simulation

表 F1   模拟数据的参数设置

数据 数据大小 样本数 N s/% α

3 阶数据

10 × 10 × 5 40

80 0.1

15 × 15 × 5 90

20 × 20 × 5 160

25 × 25 × 5 250

30 × 30 × 5 360

35 × 35 × 5 400

40 × 40 × 5 640

4 阶数据

10 × 10 × 10 × 5 400

15 × 15 × 10 × 5 900

20 × 20 × 10 × 5 1 600

25 × 25 × 10 × 5 2 500

30 × 30 × 10 × 5 3 600
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5×10−3 λ 0.1 0.4 ε 5×
10−3 5 α β 5×10−4 0.1

α 5×10−4 0.1 ε {1,2} R

选择 ，在 ~ 选择 .  Remurs 中 ，选择

~ 的 2 个参数 和 .  在 SURF 中 ，在 ~

中选择 ，在 ~ 中选择 ，在 中选择 . 随

机选择 80% 的样本作为训练集，其余的样本作为测

试样本.
 

Table F4　MSE  of  Every  Method  in  High-Dimensional

Settings

表 F4   高维设置中每种方法的 MSE

N SLTR Remurs SURF Lasso ENet

50 1.612 3 1.619 8 1.643 9 4.508 3 4.575 9

100 1.079 8 1.094 6 1.710 1 1.643 3 1.643 3

150 0.929 5 0.919 0 0.995 3 1.677 7 1.650 2

200 0.835 1 0.846 9 0.837 6 1.907 2 0.837 6

250 0.713 0 0.726 7 0.719 9 1.375 7 1.370 8

300 0.728 2 0.732 5 0.752 4 1.731 6 1.693 8

350 0.627 5 0.627 5 0.637 9 1.320 7 1.280 4

400 0.595 4 0.596 9 0.597 5 1.148 7 1.145 0

20×20×5 s = 80%
α = 0.1

注：生成模拟数据集，数据形状为 ，稀疏度 ，噪声系
数 . 样本数量为 50~400 不等. GLTRM 不适用于 3D 数据. 粗体数字
表示最佳 MSE 值，下划线值表示次佳结果.
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Table F2　Range of Tuning Parameters of All Methods

表 F2   所有方法的参数调整范围

方法 参数 交叉验证范围

SLTR

ε {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}

λ 0,10−4,5×10−4,10−3,5×10−3,10−2,5×10−2

τ 0,10−2,5×10−2,10−1,5×10−1,100,5×100,101,5×101

Remurs
α 10−2,5×10−2,10−1,5×10−1,100,5×100,101,5×101

β 10−2,5×10−2,10−1,5×10−1,100,5×100,101,5×101

Lasso λ的
数量

λ的数量100(稀疏度控制参数 )

ENet

λ的
数量

λ100(稀疏度控制参数 的数量)

α l1 l20.5(在 和 范数之间进行权衡)

SURF

α 5×10−4,10−4,5×10−3,10−2,5×10−2,10−1

ε 5×10−4,10−4,5×10−3,10−2,5×10−2,10−1

R 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

GLTRM R 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

 

Table F3　MSE of Different Methods on Simulated Dataset

with Different Sizes of Data

表 F3   不同方法在具有不同数据大小的模拟数据集的 MSE

数据大小 SLTR(本文) Remurs SURF Lasso ENet

10×10×5 0.853 2 0.853 8 0.847 2 1.799 3 1.799 0

15×15×5 0.989 2 0.986 7 0.999 4 2.315 1 2.313 2

20×20×5 0.938 3 0.937 8 1.004 9 2.546 9 2.519 3

25×25×5 0.927 5 0.939 8 0.939 1 2.014 9 2.014 9

30×30×5 0.918 6 0.919 0 0.928 9 1.938 1 1.937 7

35×35×5 0.933 6 0.937 0 0.952 7 2.014 7 2.014 7

40×40×5 0.907 3 0.907 2 1.000 6 2.105 9 2.106 5

10×10×10×5 0.918 3 0.933 9 1.979 9 1.998 5

15×15×10×5 0.912 7 0.918 6 2.169 0 2.169 0

20×20×10×5 0.915 0 0.917 7 2.138 8 2.137 3

25×25×10×5 0.907 1 0.910 1 1.969 6 1.969 6

30×30×10×5 0.911 0 0.912 3 1.975 4 1.974 5

注：粗体数字表示最佳 MSE 值，下划线值表示次佳结果. 需要注意的是
SURF 无法适用于 2D 和 4D 的数据，GLTRM 只适用于 2D 数据.
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