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Abstract　Many high performance computing (HPC) applications such as solving sparse linear systems involve the

calculation of sequences of sparse matrix-vector multiplications (SpMV) like Ax, A2x, …, Asx, which is known as the

sparse matrix power kernel (MPK). Since MPK calls SpMV using the same sparse matrix, reusing the matrix elements

in  cache,  instead  of  repeatedly  loading  them  from  main  memory,  can  potentially  alleviate  the  memory-constrained

problem for SpMV and enhance the performance of MPK. However, reusing the matrix introduces data dependencies

between  subsequent  SpMVs.  Prior  work  mainly  either  focuses  on  optimizing  an  individual  SpMV  invocation,  or

introduces significant overheads for cache data reuse in MPK. We propose a cache-aware MPK (Ca-MPK) to optimize

MPK  via  cache  data  reuse.  Based  on  the  dependency  graph  of  a  sparse  matrix,  an  architecture-aware  recursive

partitioning of the graph is designed to obtain subgraphs/submatrices which are fit  into cache. Separating subgraphs

(i.e., separators) are constructed to decouple data dependencies among subgraphs. Then cache data reuse is achieved

by executing sequences of SpMVs on subgraphs with a specified order. Performance evaluation demonstrates that Ca-

MPK outperforms  the  MPK implementations  based  on  the  Intel  OneMKL library  and  the  state-of-the-art  approach,

with an average speedup of up to about 1.57 times and 1.40 times, respectively.

Key words　 sparse matrix-vector multiplications；matrix power kernel；cache data reuse；data dependencies；solution

of sparse linear systems

摘　要　稀疏线性方程组求解等高性能计算应用常常涉及稀疏矩阵向量乘（SpMV）序列 Ax，A2x, …, Asx
的计算. 上述 SpMV 序列操作又称为稀疏矩阵幂函数（matrix power kernel，MPK）. 由于 MPK 执行多次

SpMV 且稀疏矩阵保持不变，在缓存（cache）中重用稀疏矩阵，可避免每次执行 SpMV 均从主存加载 A，

从而缓解 SpMV 访存受限问题，提升 MPK 性能. 但缓存数据重用会导致相邻 SpMV 操作之间的数据依赖，

现有 MPK 优化多针对单次 SpMV 调用，或在实现数据重用时引入过多额外开销 . 提出了缓存感知的

MPK（cache-aware MPK，Ca-MPK），基于稀疏矩阵的依赖图，设计了体系结构感知的递归划分方法，将依

赖图划分为适合缓存大小的子图/子矩阵，通过构建分割子图解耦数据依赖，根据特定顺序在子矩阵上调

度执行 SpMV，实现缓存数据重用 . 测试结果表明，Ca-MPK 相对于 Intel OneMKL 库和最新 MPK 实现，平

均性能提升分别多达约 1.57 倍和 1.40 倍.
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在稀疏线性方程组求解等高性能计算（high perfor-
mance computing，HPC）应用中，很多算法需要涉及稀疏

矩阵向量乘（sparse matrix-vector multiplications，SpMV）

序列 Ax, A2x, … , Asx的计算 . 上述 SpMV序列操作又

称为稀疏矩阵幂函数（matrix power kernel，MPK），其

中稀疏矩阵 A保持不变，x为输入向量，s 为给定常

数次幂 [1-3].  例如 ，通信避免 （communication-avoiding）
Krylov子空间法通过调用 MPK，一次迭代计算 s 个

Krylov基向量 [4]. 此外多重网格方法、特征值方法等

也涉及对MPK的调用. 优化MPK性能对于提升大型

稀疏线性方程组求解等 HPC应用效率至关重要.
SpMV是 HPC、人工智能等很多领域的基础内

核. 由于当前 HPC体系结构上 SpMV强访存受限特

点，很多工作开展了 SpMV访存性能优化研究，例如

设计新的存储格式等 [5-8]. 已有工作多针对单次 SpMV
执行开展性能优化，没有考虑 MPK针对同一稀疏矩

阵多次调用 SpMV的特点 . 利用 MPK特点可开发时

间局部性（temporal locality），在缓存中重用稀疏矩阵

A，避免每次 SpMV调用从主存中重复加载 A，从而

缓解 SpMV访存受限问题，提升MPK性能.
然而，在不同次幂 SpMV操作之间（例如 Aix和

Ai−1x之间）重用矩阵 A，会导致数据依赖 . 以往 MPK
优化工作主要针对分布式并行平台，通过重用矩阵

A减少通信和同步的频率 [9-12]. 共享内存平台上 MPK
的缓存数据重用工作相对较少，通常借鉴模板计算

（stencil computation）里面的经典分块策略 [13-16]，往往

仅适用于结构化稀疏矩阵，推广到普通稀疏矩阵时

会导致较大的冗余计算和非规则数据访问开销，影

响MPK并行效率.
本文提出了缓存感知的 MPK方法 Ca-MPK，通

过缓存数据重用优化共享内存平台MPK性能：

1）基于稀疏矩阵的依赖图，设计了体系结构感

知的递归划分方法. 根据并行核数和缓存大小，将矩

阵图划分为若干适合缓存大小的子图/子矩阵，通过

构建分割子图解耦数据依赖，通过子图重排提升

SpMV数据局部性；

2）根据图划分结果，设计了基于行和基于子矩

阵的 2种 SpMV并行方法，按照特定顺序在子矩阵上

调度执行 SpMV序列，可实现缓存数据重用；

3）在 x86和 ARM处理器上采用 SuiteSparse矩阵

集中的 302个稀疏矩阵进行了测试分析，相对于 Intel

OneMKL库和最新 MPK实现 [2]，平均性能提升多达

1.57倍和 1.40倍 . 将 Ca-MPK应用于通信避免（或 s-
Step）共轭梯度求解器和稳定双共轭梯度求解器，平

均性能提升多达 1.42倍和 2.00倍. 

1　相关工作

早期 MPK实现主要针对通信避免算法等应用

场景展开. 以稀疏线性方程组求解为例，传统 Krylov
子空间方法通常每次迭代调用一次 SpMV，产生一个

Krylov子空间基向量，并行性能通常受限于通信或

数据访问开销. 通信避免的 Krylov子空间法 [9-12] 每次

迭代调用 s 次 SpMV，产生 s 个 Krylov子空间基向量，

从而最小化通信开销.
以往 MPK优化工作主要针对分布式并行平台，

通过重用矩阵减少通信和同步的频率. 针对 MPK的

缓存重用多借鉴了模板计算中的经典分块策略，通

常需要针对给定的次幂，确定矩阵分块的邻居 [13-16].
由于模版计算对应于结构化稀疏矩阵，这种方法推

广到普通稀疏矩阵的 MPK时通常会导致较大的冗

余计算和非规则数据访问开销，影响 MPK并行效率.
文献 [2]针对 MPK提出了一种基于分层的缓存分块

方法，可适用于任意稀疏矩阵，是最新的相关工作. 该
方法利用递归代数着色引擎（recursive algebraic coloring
engine，RACE） [17] 采用距离 k 着色（distance-k coloring）
算法将矩阵行划分为若干层. 这种方法能够满足MPK
中缓存数据重用的数据依赖要求，但限制了并行粒

度，每次仅在 1层内实现并行计算，因而并行性很低

且同步开销大.  为了解决上述问题 ，文献 [2]引入

点对点同步（point-to-point  synchronization）及分层粗

化（level  coarsening）等优化策略 ，但次幂 s 增加时 ，

MPK性能仍然下降严重. 文献 [1]引入了计算流水线，

实现了一种重用矩阵行（而非矩阵分块）的细粒度缓

存数据重用方法. 该方法实现相对简单，但需要利用

图着色实现并行，因而同步开销大，且影响数据局

部性 [18]. 

2　预备知识
 

2.1　SpMV
SpMV操作将稀疏矩阵 A乘以稠密输入向量 x，
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获得稠密输出向量 b. 稀疏矩阵通常采用某种压缩格

式仅存储其非零元和对应位置，从而节省计算和存

储. 图 1（b）上部给出了采用流行的 CSR（compressed
sparse row）格式存储的图 1（a）中的稀疏矩阵 A. CSR
格式采用 2个数组用于存储非零元值（value）及其对

应的列索引（colIdx）. 此外，还采用行指针（rowPtr）表
示每行的非零元数量. 算法 1给出了基于 CSR格式

实现的串行版本 SpMV伪代码.
算法 1. 基于 CSR的 SpMV串行实现.
输入：稀疏矩阵 A，向量 x；
输出：向量 b.
① for i←0 to N do
②　sum←0；
③　for j←A.rowPtr[i] to A.rowPtr[i+1] do
④　　sum←sum+A.value[j]·x[A.colIdx[j]]；
⑤　end for
⑥　b[i]←b[i]+sum；

⑦ end for 

2.2　MPK 及其在稀疏迭代求解器中的应用

MPK针对同一稀疏矩阵 A，反复执行 SpMV，获

得 Ax，A2x, … , Asx或其线性组合如 Ax+A2x等 . 算法

2给出了传统 MPK实现的伪代码，即连续调用 s 次

SpMV函数. 此时，如缓存容量较小，无法存储整个稀

疏矩阵 A，则 A可能需要从主存加载 s 次.
算法 2. 传统MPK实现.
输入：稀疏矩阵 A，二维数组 x，次幂 s；
输出：二维数组 x.
① for i←0 to s do

SpMV (A, x [:, i] , x [:, i+1])②　 ；

③ end for
MPK是 Krylov子空间方法、多重网格方法、多

项式预条件子、特征值问题等很多 HPC应用的关

键步骤. 本文将优化后的 MPK应用于 s-Step的共轭

梯度（conjugate gradient，CG）求解方法和稳定双共轭

梯度（biconjugate gradient stabilized，BiCGStab）求解方

法. CG方法和 BiCGStab方法是求解对称正定和非

对称正定稀疏线性方程组的主流方法，算法 3给出

了 s-Step CG求解方法的伪代码 [19]. 该方法每次调用

MPK产生 s 个 Krylov基向量（行③），因此在分布式

并行时相对于传统 Krylov求解器可潜在节省 s 倍

通信开销.  BiCGStab求解方法的算法流程参见文

献 [19].
算法 3. s-Step CG求解方法.
输入：对称正定稀疏矩阵 A，初始值 x0；
输出：解向量 x.

r0①  ←b−Ax0, k=i×s；
② for i←0 to convergence do

T [rk, Ark,…, Asrk]③　 ← ；/*调用MPK*/
Ri [rk, Ark,…, As−1rk]④　 ← ；/*从 T 中抽取 R*/
Pi [Ark, A2rk…, As−1rk]⑤　 ← ；/*从 T 中抽取 P*/

⑥　if i==0 then；/*计算方向 P*/
Pi Ri⑦　　 ← ；

⑧　else
Ci −QT

i Pi−1⑨　　 ← ；/*块点积计算*/

Wi−1Bi =Ci δ⑩　　求解 ；/*计算标量 */
Pi Ri+PiBi⑪　　 ← ；/*块点积计算*/

⑫　end if
Wi QT

i Pi⑬　 ← ；

gi PT
i ri⑭　 ← ；

Wiai = gi α⑮　求解 ；/*计算标量 */
xk+s xk +Piai⑯　 ← ；/*更新解*/
rk+s b− Axk+s⑰　 ← ；/*计算残差*/
∥rk+s∥2/∥r0∥2 ⩽ tol⑱　if   then

⑲　　stop；
⑳　end if
㉑ end for

 

(a)  稀疏矩阵A (b)  矩阵A的CSR存储格式(上)及依赖图(下) (c)  MPK中的数据依赖

CSR Format :

rowPtr[]=[0,3,7,10,14,19,23,26,30,33]

colIdx[]=[0,1,3,0,1,2,4,1,2,5,0,3,4,6,...]

value[]=[a,b,c,b,d,e,f,e,g,h,c,i,j,k,...]
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Fig. 1　Storage format, data dependencies and data dependency graph for a sparse matrix in MPK

图 1　MPK中的稀疏矩阵存储格式、数据依赖和数据依赖图
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对于共享内存平台，可针对 MPK特点实现矩阵

在缓存中的重用，但缓存重用会导致多次 SpMV执

行之间的数据依赖. 图 1（c）以 s=2为例描述了上述数

据依赖. 假定图中黄色行对应的子矩阵已加载入缓

存用于计算 Ax，可利用该子矩阵的一部分（红色的行）

计算出 A2x的一部分，既保持子矩阵在缓存的同时计

算出多次 SpMV结果. 可以观察出为了实现上述数据

重用需要满足的数据依赖关系：重用的部分矩阵行

（红色的行）包含的列索引必须位于原始子矩阵（黄

色的行）包含的行索引的范围内. 

3　缓存感知的 MPK 方法 Ca-MPK

本节介绍提出的缓存感知的 MPK（即 Ca-MPK）

方法及其实现. Ca-MPK核心思想是首先根据稀疏矩

阵获得其依赖图，然后对依赖图进行体系结构感知

的递归划分获得子图和分割子图（即子矩阵），最后

按特定顺序对子图和分割子图进行调度执行，从而

实现缓存数据重用. 

3.1　稀疏矩阵的依赖图

针对任意稀疏矩阵可构建依赖图（dependency
graph，DG），表示实现缓存数据重用时可能面临的数

据依赖. 图 1（b）下部给出了图 1（a）中稀疏矩阵 A对

应的依赖图 G=(V, E). 依赖图采用无向图的形式，图

中每个顶点 v∈V 表示矩阵的一行，每条边 e∈E 对应

该行的非零元（忽略对角线非零元）. 依赖图中的边

可表示由缓存数据重用导致的 SpMV序列之间所有

可能的依赖关系. 例如，图 2（a）给出了 2次 SpMV调

用 Ai+1x[0]和 Ai+1x[6]的计算所依赖的 Aix的特定元素，

其中 Ai+1x[0]依赖于 Aix[0]，Aix[1]和 A1x[3]，而 Ai+1x[6]
依赖于 Aix[3]，Aix[4]，Aix[6]和 A1x[7]. 对于非对称矩

阵 A，通过 A+AT 获得其对称形式对应的无向图，因此

依赖图同时适用于所有类型的矩阵. 

3.2　体系结构感知的递归划分

对于给定矩阵获得依赖图后，本文提出了一种

体系结构感知的递归方法对图进行划分，主要考虑

的因素是共享内存并行核心数及缓存大小，目的是

在开发并行性的同时满足缓存数据重用要求. 首先

将依赖图划分为 numPart 个子图（subgraph），可利用

Metis[20] 等图划分工具实现 . 对于基于 CSR的稀疏矩

阵（假定每个非零元采用 8字节双精度浮点存储，整

数索引采用 4字节整型存储），每个子图包含不超过

partSize 个非零元.

partSize =C
L2cacheSize

12
， （1）

其中 L2cacheSize 是处理器 L2缓存大小 （单位为字

节），C 是系数（取值为 [0.85, 1.05]，用于表示缓存中

行偏移指针等其他数据的影响）. 上述划分可保证每个

子图（对应于子矩阵）全部加载到 L2缓存中. numPart
根据式（2）确定，其取值为处理器核数 numCore 的整

数倍，以确保所有子图在处理器核上均衡分布.

numPart =
Åõ

NNZ/partSize
numCore

û
+1
ã
×numCore， （2）

其中 NNZ 是总的矩阵非零元数.
完成上述子图划分后，从现有子图中找出所有

在其他子图中包含邻居的顶点，从而构建一个特殊

子图称为分割子图（separator）.  接下来对所有子图

（包括分割子图）的顶点进行重编号，确保每个子图

顶点索引连续且分割子图在普通子图之后进行编号.
重编号可提升 SpMV中访问输入/输出向量的数据局

部性.
图 3给出了经过 2次递归划分（numPart=4）后的

图. 本文采用一个树指针数据结构 treePtr 保存递归
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划分的结果（即每个子图对应的起始行编号），用于

后续并行实现. 图 2（b）给出了图 3（b）对应的数据结构. 

3.3　并行实现

基于稀疏矩阵的依赖图完成递归划分后，可根

据划分结果实现并行计算. 由于通过分割子图消除

了所有子图间的边（数据依赖），每次递归获得的子

图/子矩阵是独立的 . 这些子矩阵由树数据结构中的

起始行索引表示，通过按特定顺序调度执行可实现

MPK中的缓存数据重用.
为了实现 Ca-MPK，需要对标准 SpMV实现 （参

见算法 1）进行调整 . 首先需要支持在给定的子图 /子
矩阵（由给定矩阵的行索引范围确定）上执行 SpMV.
其次，除了传统的按行 SpMV并行，还需要支持按子

图/子矩阵并行.
算法 4. uSpMV函数.
输入：稀疏矩阵 A，向量 x，指针 treePtr；
输出：向量 b.
① for i←treePtr->st to treePtr->ed do
②　算法 1中行②~⑥；

③ end for
算法 5. puSpMV函数.
输入：稀疏矩阵 A，向量 x，树指针 treePtr；
输出：向量 b.
① for i←treePtr->st to treePtr->ed do in parallel
②　算法 1中行②~⑥；

③ end for
算法 6. Ca_MPK函数.
输入：稀疏矩阵A，二维数组 x，次幂 s，指针 treeRoot；
输出：二维数组 x.
① if s==1 then
②　puSpMV(A, x[:,0], x[:,1], treeRoot)；
③　return；
④ end if
⑤ i←0；
⑥ separator←treeRoot->separator；
⑦ puSpMV(A, x[:,0], x[:,1], separator)；
⑧ while i< s do
⑨　for j←0 to treeRoot->numParts do in parallel
⑩　　uSpMV(A, x[:,i], x[:,i+1], treeRoot-> son[j])；
⑪　　if i+1< s then
⑫　　　uSpMV(A, x[:,i+1], x[:,i+2], treeRoot->

  　　　son[j])；
⑬　　else stop
⑭　　end if

⑮　end for
⑯　i←i+2；
⑰　if i< s then
⑱　　puSpMV(A, x[:,i−1], x[:,i], separator->

  　　separator)；
⑲　　for j←0 to separator->numParts do in parallel
⑳　　　uSpMV(A, x[:,i−1], x[:,i], separator->

  　　　son[j])；
㉑　　　uSpMV(A, x[:,i], x[:,i+1], separator->

  　　　son[j])；
㉒　　end for
㉓　puSpMV(A, x[:,i], x[:,i+1], separator->

  　separator)；
㉔　else
㉕　　puSpMV(A, x[:,i−1], x[:,i], separator)；
㉖　end if
㉗ end while
算法 6给出了 Ca-MPK的伪代码. 根据上述需求，

将串行版本 SpMV封装为一个统一的函数 uSpMV
（算法 4），该函数可对给定的子矩阵 （行索引位于

treePtr->st 和 treePtr->ed 之间）执行 SpMV操作. 对应

的按行并行版本封装在另一个函数 puSpMV（算法 5）
中.  Ca-MPK基于 uSpMV和 puSpMV这 2个函数实

现. 其中，分割子图通过调用 puSpMV实现按行并行，

其他子图通过调用 uSpMV执行，实现按子矩阵并行.
图 4给出了运行算法 6时图 3（b）中不同子图的

执行顺序. 由于每个子图 /子矩阵均可放入 L2 缓存，

且所有数据冲突和数据依赖已消除，执行完当前子

矩阵的次幂 i 后，可立即调度 SpMV函数执行次幂

（i+1），从而实现该子矩阵在缓存中的重用 . 以图 4为

例，标记执行顺序为 1的子图和执行顺序为 2的子图

均实现了在 L2 缓存中的重用（图中表示为虚点长方
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图 4　次幂 s=5时 Ca-MPK执行顺序的示意图
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形）. 由图 4可以看出，除了第 2次递归产生的分割子

图，大部分子图均可实现缓存重用 . 需要指出的是，

图 4中每个核心分配了 1个子矩阵，子矩阵数 numPart
可以是核心数的倍数，按上述执行顺序，仍然可以实

现复用. 

4　实验设置

本文实验硬件平台为一个 x86处理器和一个

ARM处理器 . x86处理器为 Intel Xeon Gold 6258R，频
率为 2.4 GHz，包括 28个核心，每个核心具有私有的

32 KB 的 L1数据缓存以及 1 024 KB的 L2 缓存，L3
缓存大小为 39 MB，主存大小为 128 GB. ARM处理器

为 Kunpeng 920，频率为 2.6 GHz，包括 32个核心，每

个核心具有私有的 64 KB 的 L1数据缓存以及 512 KB
的 L2 缓存，L3 缓存大小为 32 MB，主存大小为 128 GB.
x86上编译器版本为 Intel oneAPI 2022.1[21]，ARM上编

译器版本为 GCC8.4.1，采用“-O3”选项双精度编译 .
测试中将每个软件线程绑定到一个处理器物理核心

（没有采用超线程），针对每个矩阵均测试 100次取平

均的 GFLOPS.
测试的稀疏矩阵选自 SuiteSparse矩阵集 [22]. 选取

了 302个相对较大的矩阵（矩阵行数大于 100 000且

非零元数大于 200 000）. 在上述矩阵中，选取 12个矩

阵与现有方法进行详细对比分析，如表 1所示 . 根据

3.2节递归划分方法和 Ca-MPK实现，只需针对每个

矩阵的依赖图执行 2次划分，因而引入的前处理开

销较小，通常小于 5次求解器迭代开销. 

5　结果分析

本文对比以下版本的 MPK实现：1）MKL表示直

接调用 Intel  oneMKL的 SpMV函数实现的 MPK，没

有开发缓存数据重用；2）RACE表示文献 [2]中基于

递归代数着色引擎（RACE）实现的 MPK，开发了缓存

数据重用，是目前文献公开报道的最新研究成果；3）Ca-
MPK表示本文实现的版本，调用标准的基于 CSR格

式的 SpMV，实现了本文提出的缓存数据重用方法；

4）CSR表示调用基于 CSR格式的 SpMV实现的传统

版本MPK. 

5.1　整体性能

图 5给出了次幂 s=5，10，15时 x86处理器上不

同MPK版本在所有 302个稀疏矩阵上的整体性能 .
可以看出，在 3个版本 MPK中，Ca-MPK性能最好 .
次幂 s=5时，Ca-MPK相对于 MKL和 RACE的平均加

速比分别为 1.56和 1.19；s=10时，Ca-MPK相对于MKL

 

Table 1　Detailed  Performance  Analysis  of  Twelve

Represented Sparse Matrices

表 1   12 个代表性稀疏矩阵的详细性能分析

编号 矩阵 行数 非零元数 对称正定

1 ASIC 320k 321 821 1 931 828 否

2 ASIC 320ks 321 671 1 316 085 否

3 ASIC 680ks 682 712 1 693 767 否

4 Freescale1 3 428 755 17 052 626 否

5 FullChip 2 987 012 26 621 983 否

6 G2 circui 150 102 726 674 是

7 G3 circuit 1 585 478 7 660 826 是

8 memchip 2 707 524 13 343 948 否

9 nxp1 414 604 2 656 177 否

10 pre2 659 033 5 834 044 否

11 rajat30 643 994 6 175 244 否

12 transient 178 866 961 790 否
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图 5　不同 MPK实现不同幂次时 302个稀疏矩阵在

Intel 6258R CPU上时的性能对比
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和 RACE的平均加速比分别为 1.57和 1.26； s=15时，

Ca-MPK相对于 MKL和 RACE的平均加速比分别为

1.55和 1.40.
图 6给出了次幂 s=5， 10， 15时 ARM处理器上

不同 MPK版本在所有 302个稀疏矩阵上的整体性

能.  同 样 在 3个 版 本 MPK中 Ca-MPK性 能 最 好 .
s=5时，Ca-MPK相对于 CSR和 RACE的平均加速比

分别为 1.48和 1.08； s=10时，Ca-MPK相对于 CSR和

RACE的平均加速比分别为 1.47和 1.15；s=15时，Ca-
MPK相对于 CSR和 RACE的平均加速比分别为 1.47
和 1.20.

上述结果可以看出，Ca-MPK相对于 RACE随着

次幂 s 增加，性能提升更加明显 . 而 RACE方法随着

次幂 s 增加而性能下降，与文献 [2]中报道的结果基

本相符. 其原因在于 RACE的缓存重用距离为次幂 s，
s 增加可能超过缓存容量，因而无法实现重用 . 相应

地，Ca-MPK总是在 2次 SpMV计算之间实现缓存数

据重用，不受次幂 s 大小影响. 

5.2　典型矩阵性能

图 7给出了 x86平台上次幂 s=5，15时不同 MPK
版本在 12个代表性稀疏矩阵上的具体性能 . s=5时，

Ca-MPK相对于 MKL和 RACE的平均性能加速比分

别为 1.69（最大 2.53，最小 1.20）和 1.40（最大 2.52，最
小 0.81）； s=15时 ，Ca-MPK相对于 MKL和 RACE的

平均性能加速比分别为 1.67（最大 2.68，最小 1.10）和
2.26（最大 3.99，最小 0.84）. 图 7中右侧 y 轴同时给出

了 Ca-MPK应用于 CG和 BiCGStab求解器时，相对于

采用 MKL实现时的性能加速比 . 可以看出， s=5时，

基于 Ca-MPK的实现，提升 CG和 BiCGStab求解器性

能平均达 1.37（最大 1.43，最小 1.30）和 1.42（最大 1.81，
最小 1.14）； s=15时 ，基于 Ca-MPK的实现 ，提升 CG
和 BiCGStab求解器性能平均达 1.38（最大 1.50，最小

1.27）和 1.40（最大 1.86，最小 1.08），充分说明了 Ca-
MPK在实际应用中的有效性.

图 8给出了 ARM平台上 12个代表性稀疏矩阵

上的具体性能. s=5时，Ca-MPK相对于 CSR和 RACE
的平均加速比分别为 2.02（最大 7.63，最小 0.94）和
1.25（最大 1.92，最小 0.78）； s=15时 ，Ca-MPK相对于

CSR和 RACE的平均加速比分别为 2.01（最大 7.28，
最小 0.96）和 1.72（最大 2.94，最小 0.79）. 右侧 y 轴给

出了 CG和 BiCGStab求解器采用不同 MPK实现时

相对于基于 CSR实现的加速比 . 相对于采用 CSR实

现的求解器， s=5时基于 Ca-MPK的实现提升 CG和

BiCGStab求解器性能平均达 2.00（最大 2.83，最小 1.18）
和 1.36（最大 1.81，最小 0.97）； s=15时 ，性能平均达
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Kunpeng 920 CPU上时的性能对比
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2.00（最大 2.79，最小 1.21）和 1.37（最大 1.73，最小 1.00）.
图 9给给出了针对 Freescale1矩阵，采用性能工

具 LIKWID[23] 在 x86上测得的主存和 L2/L3 缓存的数

据访问量. 可以看出，相对于 MKL，Ca-MPK大幅减

少了主存和 L3的数据访问，充分表明数据在 L2中

被成功复用.
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图 9　Freescale1矩阵在 x86上幂次为 15时主存和缓存

数据访问量 

6　结　　论

本文提出了基于缓存数据重用的 SpMV序列

（MPK）优化方法 . 基于稀疏矩阵依赖图，设计了体系

结构感知的递归划分方法，将依赖图划分为适合缓

存大小的子图/子矩阵，通过构建分割子图解耦数据

依赖，根据特定顺序在子矩阵上调度执行 SpMV，实

现缓存数据重用.  测试表明，本文方法相对于 Intel

OneMKL库和基于 RACE的 MPK实现，获得了较大

的平均性能提升.
后续将在多个体系结构平台上（例如 GPU平台）

对本文方法进行测试分析和优化. 除此之外，拟结合

矩阵对称性质，引入对称 SpMV实现 MPK，减少内存

空间占用以提升 MPK性能 . 此外，本文工作主要关

注在多次 SpMV调用之间重用矩阵. 理论上任何针对

单次 SpMV算子调用的优化，都与本文工作是互补

的，可以直接与本文方法集成.
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