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摘 要 求解具有#-难度的圆形73<QO2L问题具有很高的理论与实用价值I现提出一个启发式方法，求

解了货运中常遇到的矩形区域内的不等圆73<QO2L问题I此算法首先将待布局圆按半径大小降序排列，

然后用占角动作来逐个放置I通过试探性地放入一个或多个待布局圆，给出了占角动作的度以及更全

局的有限枚举策略来评价占角动作的优度I在放置每一个圆时，以贪心的方式选取当前具有最大优度

的占角动作来放置I最后用测试算例验证了算法的高效性I

关键词 #-难问题；圆形73<QO2L问题；启发式算法；占角动作；有限枚举策略

中图法分类号 ,-(%$IB

给定一个布局空间和若干待布局物体，73<QO2L
问题就是如何将这些物体按一定的约束条件合理地

摆放在布局空间中，并达到某些最优指标［$&(］I圆形

73<QO2L问题是经典的优化问题，在航空航天、造船、

交通运输、板材加工、服装等行业有着广泛的应用背

景，73<QO2L

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

问题解决得好坏对这些行业生产的合理



性和经济性等指标具有相当大的影响!圆形"#$%&’(
问题已被证明 是 )*难 度 的，这 意 味 着 该 问 题 不 存

在既完整严 格 又 不 是 太 慢 的 求 解 算 法［+,-］!为 了 满

足实际需要，人们于是着手研究非绝对完整但是快

速适用的启发式算法!
圆形"#$%&’(问 题 的 布 局 区 域 有 圆 形、矩 形 和

三角形等形状，待布局圆又可分为等圆和不等圆两

类［.,/0］!本文将对运输装载中经常碰到的矩形框内

不等圆"#$%&’(问 题 进 行 求 解!通 过 调 整 相 邻 两 行

圆间圆心的夹角，12345#’6［7］提 出 了 一 个 启 发 式 算

法来求解 矩 形 区 域 内 等 圆"#$%&’(问 题!89#4:9和

;:29(:［/<］利用此 算 法 设 计 了 一 个 求 解 造 纸 厂 纸 卷

运输 问 题 的 实 用 软 件!;:29(:等 人［//］为 了 解 决 轮

船货运中常遇到的集装箱内管道装运问题，设计了

相应的遗传 算 法!在 弹 性 势 能 模 型［.，/0］的 基 础 上，

文献［=］利 用 禁 忌 搜 索 的 思 想，对 矩 形 框 内 圆 形

"#$%&’(问题给出了一个有效算法!
长期以 来，在 人 们 从 事 铺 地、砌 墙 等 布 局 劳 动

中，积累了大 量 的 实 践 经 验!通 过 借 鉴 人 们 的 实 践

经验，本文提出一个新颖的启发式算法来求解矩形

框内圆形"#$%&’(问题!对测试算例的计算表明，该

算法效率较高!

! 问题的描述

给定一个长、宽分别为!，" 的 矩 形 框 及# 个

半径为$/，⋯，$# 的圆%/，⋯，%#，圆形"#$%&’(问题

就是问能否将这些圆互不重叠地放到矩形框中!此

问题更形式化的表述如下：

将二维笛卡儿坐标的原点取在矩形框的左下顶

点，如图/所示：

8&(!/ >&9$5:"#$%&’("92?5:@!
图/ 圆形"#$%&’(问题示意图

记圆%& 的圆心坐标为（’&，(&），问是否存在0#
个实数’/，(/，⋯，’#，(# 满足以下两个约束条件：

$&!’&!!)$&，$&!(&! " )$&，

&"｛/，0，⋯，#｝，
（/）

（’&)’*）0+（(&)(*）# 0 $$&+$*，

&，*"｛/，0，⋯，#｝，&%*
（0）

如果存在，则具体给出一组合乎条件的解!
约束条件：/）要 求 任 一 放 到 矩 形 框 内 的 圆%&

不与矩形框的边有重叠；0）要求任意两个已放置到

矩形框内的圆%& 和%*彼此之间没有重叠!

" 启发式算法

"#! 最大度优先原则

本文启发式算法是一个增长式算法，即所有待

布局圆是按一定次序被逐一放置到矩形框中!在描

述算法之前，首先给出如下定义：

定义!#格局!假定,（$<）个圆已经互不重叠

地放到矩形框内，这, 个圆的位置的总体集合称为

一个格局，记为-!如果,A#，即所有圆都已放入

矩形框中，此格局称为成功格局；反之，若,&#，且

矩形框外没有一个圆能够在满足约束条件/）和0）

的前提下放入矩形框中，此格局就称为失败格局!我

们把成功格局和失败格局都称为结果格局!
定义"#占角动作!将已放入矩形框内 的 圆 的

集合记为 .，并把矩形框的+个边也看做已放“圆”!
对于当前待布局圆%&，如果做一个动作把%& 放到矩

形框中某 个 位 置 后，使 得 该 圆 与 . 中 任 一 圆 不 重

叠且与. 中至少两个圆相切，就把该动作称为占角

动作!一个占角动作可由一个三元组/（%&，’，(）表

示，即把圆%& 放到圆心坐标为（’，(）的位置!

8&(!0 >29’:9"5#$:@:’BC29$&9$5:%D!
图0 占角动作示意图

在任一格局中，一个待布局圆可能有多个候选

的占角动作!如图0所示，矩形框中已放入%/ 和%0
两个圆，矩形框外是当前待布局圆%D!如 图 中 虚 线

圆所示，%D共有.个候选的占角动作!
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在当前已 有 ! 个 圆 放 入 矩 形 框 的 格 局 下，"
中共有!!"个圆（包括 矩 形 框 的"个 边），这 样 第

（!!#）个圆的占角动作数将不大于$#$!!"%为了

评价占角动作的优度，我们给出了一个称为占角动

作的度的量化指标%
定义!"占角 动 作 的 度%本 算 法 中 待 布 局 圆 是

按一定次序$#，$$，⋯，$%，$%!#，⋯，$& 被逐个放入矩

形框，在已放入%&#个圆的格局# 中，假定当前待

布局圆$% 有’ 个占角动作(#，($，⋯，(’%在 占 角

动作()（)’#，$，⋯，’）把圆$% 放到矩形框中后，新

格局#!下当前待布局圆$%!#的占角动作数就称为

占角动作()的度%
直观上看，为了得到更好的布局结果，在选择某

个占角动作时，应使它对矩形框内空间的完整性破

坏得尽量小，从而使得下一个待布局圆有更多的可

放位置（即有更多的占角动作数），这就是最大度优

先原则%
定义#"最大 度 优 先 原 则%从 当 前 待 布 局 圆$%

的’ 个占角动作(#，($，⋯，(’ 中，选择具有最大度

的占角动作()（$%，*)，+)）来放置圆$%%若占角动作

()（$%，*)，+)）和(,（$%，*,，+,）具 有 相 同 的 最 大 度，

则按以下优先准则来选择一个，即若有：

#）*)"*,，或

$）*)’*,#+)"+,，

则选择占角动作()（$%，*)，+)）来放置圆$%%
$"$ 基于最大度优先原则的算法：!%

如前所述，待布局圆是依序逐个被放入矩形框

的%本算法将所有待布局圆按半径大小进行降序排

列成一个表，记为-，然后依此顺序来逐个放置%给

定一个格局# 和 一 个 表-，按 照 最 大 度 优 先 原 则，

就得到基本的布局算法.(（#，-）：

#）若-为空，转步)），否则计算当前待布局圆

$% 的占角动作数’；

$）若’’(，没有可选的占角动作，转步"）；

*）计算这 ’ 个 占 角 动 作 的 度，选 择 度 最 大 的

占角动作(（$%，*，+）来 放 置 圆$%，更 新# 和-，转

步#）；

"）返回该失败格局；

)）所有圆都已放入矩形框，返回该成功格局#%
在每一步迭代中，.(以最大度优先原则来放置

表-中第#个圆，然后更新格局# 和表-（将该圆

从- 中删除）%在某一步迭代中，若- 中第#个 圆

没有可选的占角动作，即矩形框中没有位置来摆放

它，此时就是失败格局，.(返回该失败格局；若所有

圆都已互不重叠地放入矩形框中（-为空），则.(返

回该成功格局%
假定! 次迭 代 已 把! 个 圆 放 到 矩 形 框 中，第

!!#步 迭 代 将 把 第 !!#个 圆 放 入 矩 形 框，第

!!#个圆最多有$#$!!"个占角动作%在分别计算

每个占角动作的度之后，.(选出具有最大度的占角

动作来放置第!!#个圆，这样放置一个圆的计算

复杂度是/（&$），所以.(的计算复杂度是/（&*）%
$"! 有限枚举策略

占角动作的度只是一个局部的评价标准，它采

用向前试探一步的策略，通过考虑已放入矩形框中

的圆与当前 待 布 局 圆$% 以 及 下 一 个 待 布 局 圆$%!#
之间的关系来评价一个占角动作的优度，而没有考

虑其他待布局圆与已放圆之间的关系%
为了更全局地评价占角动作的优度，在最大度

优先原则的基础上，我们给出了一个有限枚举策略

来评 价 占 角 动 作 的 优 度，如 程 序01&12%3（$%，*，+，

#，-）所示%给定格局#和待布局圆构成的表-，程

序01&12%3（$%，*，+，#，-）利用算法.(来试探性地

放置待布局圆，然后以所得结果格局作为占角动作

(（$%，*，+）的优度%
+,-./01,/01&12%3（$%，*，+，#，-）

2/345
把#和-分别复制给#4和-4；

试探性地把$% 放到（*，+），并更新#4和-4；

#4’.(（#4，-4）；

67（#4是个成功的格局）

返回该格局#4；

89:/
返回该格局的占空比51&6%3+（#4）；

850
程序01&12%3（$%，*，+，#，-）首 先 试 探 性 地 用

占角动作(（$%，*，+）将圆$% 放入矩形框，然后利用

.(把剩下的待布局圆试探性地放入，直至得到一个

结果格 局#4%若#4是 一 个 成 功 格 局，01&12%3（$%，

*，+，#，-）就返回该成功格局；否则就返回该失败

格局的占空比51&6%3+（#4）（即已放入矩形框中圆的

面积之和除以矩形框的面积），作为占角动作(（$%，

*，+）的优度%
与最大度优先原则相比，有限枚举策略“看得更

长远”，在试探性地放置尽可能多的待布局圆之后，

以所得结果格局来评价一个占角动作%需要指出的

是，这里所说的试探性的放置，是一种模拟的、非确

定性的摆放%如程序01&12%3（$%，*，+，#，-）所 示，

";($ 计算机研究与发展 $((<，""（#$）



在考查占角动作!（"#，$，%）的优度之前，须把格局

&以及表’复制给&(和’(，这样试探过程就不会改

变真实的格局&和表’!
!"# 启发式算法!$

有了新的、更全局的评价标准)*+*,#-（），我 们

将利用这个标准来评价占角动作的优度，并在每一

步迭代中，选择优度最大的占角动作来确定性地摆

放一个圆!给定格局&和表’，启发式算法."描述

如下：

"）计算当前待布局圆"# 的占角动作数/；

#）若/$%，转步&）；

’）对每一个占角动作!（"#，$，%），按有限枚举

策略计算其优度：0$)*+*,#-（"#，$，%，&，’）；

(）若0是一个成功格局，则返回 该 格 局，成 功

停机；

)）从这/ 个占角动作中选择具有最大优度0(
的占角动作!（"#，$(，%(）来放入"#，更新& 和’，转

步"）；

&）当前待放圆没有可选的占角动作，失败停机!
每一步迭代中，当前待布局圆"# 都是表’ 的第

"个圆!给 定 一 个 格 局，假 定 当 前 待 布 局 圆"# 有/
个候选的占角动作!对每一个占角动作，." 都要利

用有限枚举策略)*+*,#-（）来计算其优度，然后选择

优度最大的占角动作来摆放"#!)*+*,#-（）的计算复

杂度是1（+’），则." 确定性地放置一个圆的计算

复杂度是1（/*+’）!/ 的数量在1（+#）以内，这

样，."的计算复杂度是1（+&）!
由."可知，一旦)*+*,#-（）在计算某个占角动

作的优度时找到了一个成功格局，就立即返回该成

功格 局 并 停 机，而 不 再 继 续 迭 代 下 去!事 实 上，."
的计算速度是相当快的!

% 算例及评论

我们 将 本 文 启 发 式 算 法 用 +语 言 在#!(,-.
/+上编程进 行 了 大 量 的 实 例 测 试!对 于 空 间 较 宽

松的情形，计算毫无例外都进行得十分顺利快捷，这

里选的都是空间很紧张的几个典型算例［0］，如表"
所示：

&’()*$ &+*,*-.+/’012-34’-.*3’-54+*67-&8/*9:/;’083:-:<4+*
=0:;:3*5>*708348.?)@:084+/（>?）A84+2B=’-5>&C

表$ 测试算例及算法计算时间

12345267 + ’，2 3#
8922:2;<:=7（3）

1>/ -<? -@

" & ’%%，#%%

3"$"%%，3#$)’!)AB
3’$3($’%!%B(
3)$#"，3&$#%

#!0’ %!’" %!%%

# "( ’!("(#，’!("(#

3"$3#$"，3’$%!)
3($3)$%!(#
3&$30$%!’#
3A$⋯$3"#$%!#
3"’$3"($%!"0

#((!#A )!0) %!%A

’ "B "&%，A%

3"$⋯$3A$#%
3B$⋯$3""$A!#A
3"#$⋯$3"B$)

)B!)& #!BB %!"(

( #" #%%，#%%

3"$"%%
3#$⋯$3)$"0!")0
3&$⋯$3"’$A!)0A
3"($⋯$3#"$)

#%0!0) )!"’ %!"#

) ’# "&%，"#%

3"$⋯$3"#$#%
3"’$⋯$3"A$A!#A
3"B$⋯$3#A$)
3#B$⋯$3’#$’!(’"

)’(!&A "(!’A %!#0
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表!中给出了本文算法的计算时间，还列出了

拟人 拟 物 法（"#$）［!%］和 启 发 式 禁 忌 搜 索 算 法

（&’(）［)］的 计 算 时 间*"#$和 &’(都 是 建 立 在 弹

性势能模型基础上的启发式算法*建立在弹性势能

模型基础上的算法的初始解都是随机给定的，所以

"#$和&’(对每个算例都进行了+次计算，表中给

出 的 是 它 们 的 平 均 计 算 时 间，所 用 机 器 是",-
#.+/0*本文算法是一种确定性算法，所以对每个算

例只需计算一次*对所有算例，本文算法在不到!1
时间内就找到成功布局结果*图2和图3分别给出

了由本文算 法 得 到 的 算 例%和 算 例+的 最 优 布 局

结果*

456*2 #7895:6;<1=>?@A;5:1?7:8<%*
图2 算例%的布局结果

456*3 #7895:6;<1=>?@A;5:1?7:8<+*
图3 算例+的布局结果

在货运中圆形物体放置、布料的裁剪等实际应用

中，本算法具有实际价值，稍做修改，就可以很好地应

用在工程领域*在下一步的工作中，我们将发展本文

的思想和技术，为具有更重大意义的各种形状和大小

的多边形布局问题找到高效的实用求解算法*
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