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摘 要 提出了用模糊熵来度量反向三!模糊推理结果的模糊程度，给出了模糊熵反向三!原则，讨论
了ST-和ST,问题的模糊熵反向三!支持算法解存在的条件，分别给出了几个常见蕴涵算子的ST-
问题与ST,问题的模糊熵反向三!解的计算公式I
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B 引 言

美国控制论专家及模糊集理论创始人M3>9=于

$)+(年提出了模糊推理中著名的求解 ST-和

ST,问题的*:!算法［$］I从此起，以模糊控制为核
心的模糊技术已经被广泛地应用于许多工业和科研

领域，并且取得了显著的经济效益I然而，模糊推理
远较经典逻辑学中的二值推理复杂I从应用的角度
看，似乎很难找到一种普遍适用于各种不同领域的

模糊推理方法I而且基于*:!方法的模糊系统本质
上是一种插值器［’］，应用此系统在研究模糊系统的

函数逼近问题时，不可避免地出现“规则爆炸”的现

象I从理论角度看，M3>9=的*:!算法及其演变［(］

的推理机制也似乎有若干值得推敲之处［A］I因此，
近年来模糊推理基础和推理方法的问题受到极大的

关注I王国俊教授于$)))年提出了著名的模糊推
理全蕴涵三!算法［A"D］，改进了经典的*:!算法，
并将之纳入到模糊逻辑的框架之中I这个方法的基

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

本思想是：



设!，" 为两个非空集合，已知 #!!（!）和

$!!（!），并且#"!!（!）（或$"!!（"）），寻求
最小的$"!!（"）（或最大的#"!!（!）），使得#
#$最大程度地支持#"#$"，即
（#（%）#$（&））#（#"（%）#$"（&））（!）
对一切%!! 与&!" 具有最大的可能值，其中

!（!）和!（"）分别表示! 与" 上的模糊集全体"
宋士吉等人于#$$#年从如何设计模糊系统，使

得在给定的精度下模糊规则库中的元素个数最小的

角度出发，提出了反向三%支持算法［&］，其基本思想
分别是：

反向三%支持算法：已知 #!!（!）和 $!
!（"），并且#"!!（!）（或$"!!（"）），寻求最大
的$"!!（"）（或最小的#"!!（!）），使得#"#
$"最大程度地支持##$，即
（#"（%）#$"（&））#（#（%）#$（&））（#）
对一切%!! 与&!" 具有最大的可能值"
事实上，满足使得式（!）和式（#）取得最大逻辑

真值的模糊集都分别组成一个集合"文献［’!&］在
这些集合中取最小或最大的模糊集作为推理结果"
()*+,-于!./&年提出了极大熵原理，用于处理不确
定信息的问题"其中心思想是“在用不完全的信息
进行推理的过程中，我们必须使用在已知条件的约

束下，熵最大的分布，这是我们能做的惟一的无偏的

分派，而用任何其他的分派都等同于任意地假设我

们未知的信息”［0］"文献［.］针对123问题的全蕴
涵三%方法，提出了模糊推理的极大模糊熵原理"
极大模糊熵原理：在运用模糊概念来进行推理

的过程中，应该用使得在已知条件的约束下，未知模

糊集的熵最大的那个模糊集作为推理结果"
文献［.］中称这种用模糊熵来度量三%模糊推

理结果的方法为模糊熵三%算法"用模糊熵来度量
反向三%模糊推理的结果正是本文将要讨论的问题"
为了讨论方便，我们将!.&#年456)和7,89:+:

提出的模糊熵的概念［0］引出如下：

设论域为!，#!!（!），模糊熵’ 是具有如下
性质的映射’：!（!）#［$，!］：
（;!）$%!!，#（%）<$或$%!!，#（%）<!
时，’（#）取得最小值；
（;#）$%!!，#（%）<!!#时，’（#）取得最
大值；

（;=）$%!!，!!#%#（%）%$（%）或$%!!，

!!#&#（%）&$（%）时，’（#）%’（$）；
（;’）’（#）<’（#6），其中#6为# 的余集"

! 基于某些常见蕴涵算子的"#$问题的模
糊熵反向三%支持算法

首先，我们需要建立基于极大模糊熵原理的模

糊推理反向三%原则"
模糊熵反向三%原则：设!，" 为两个非空集

合，已知#!!（!）和$!!（"），并且#"!!（!）
（或$"!!（"）），寻求模糊熵最大的$"!!（"）
（或#"!!（!）），使得
（#"（%）#$"（&））#（#（%）#$（&））
对一切%!! 与&!" 具有最大值，其中!（!）和

!（"）分别表示! 与" 上的模糊集全体"
我们把在极大模糊熵原理下，式（#）123问题

（或127问题）关于蕴涵算子(<#的三%解称为

123问题（或127问题）的 ()型模糊熵反向三%
支持解"
本文考虑模糊系统中使用较多的如下’个蕴涵

算子：

>?,,+,@A:,+,-蕴涵算子：(>A（*，+）<*,’+；

B,:6C,+D)6C蕴涵算子：(B（*，+）<*,E*+；

45F)-:,G:6H蕴涵算子：(4I（*，+）<!(（*,E+），
其中*,<!J*；

KLM5,+蕴涵算子：(K（*，+）<
+
*(!
，其中约定

+
$<!"

关于式（#）的123问题模糊熵反向三%支持解
存在的条件，有如下结论：

定理&’
!）若(<#N［$，!］##［$，!］关于第!变量不
增，且关于第#变量不减，则式（#）的最大值为

-（%，&）.（#"（%）#$）#（#（%）#$（&））"
#）若( 关于第!变量和第#变量都是左连续
的，则123问题的()型模糊熵反向三%支持算法
的解存在"
证明"
!）因(关于第#变量不减，则对任意的)$（&）*

$，有（#"（%）#$）&（#"（%）#+$（&））"又( 关于
第!变量不增，我们有
（#"（%）#$）#（#（%）#$（&））%
（#"（%）#+$（&））#（#（%）#$（&））"
即结论成立"
#）记"<｛$/!!（"）,（#"（%）#$/（&））#

（#（%）#$（&））<-（%，&），%!!，&!"｝，由$!
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! 知! 非空!令!!""｛!"#!"$!｝，则必存在某"#
使得!!（#）"!"#（#）!否则，! 中必有序列!"$，!"%，

!"&，⋯使得!!（#）"’()$%*!"$
（#）!由!"$（#）&!!（#），

所以上式表明!!（#）是｛!"$｝的左极限!因%（·，#）
与%（&，·）都是左连续且!"$$!，因此

（’’（&）%(!（#））%（’（&）%!（#））()（&，#），

故!!$!，与假设矛盾!取!’（#）"!!（#）)$%
，由

%关于第%变量不减知，（’’（&）%!’（#））*
（’’（&）%(!（#）），又因为%关于第$变量不增，有
（’’（&）%!’（#））%（’（&）%!（#））+
（’’（&）%(!（#））%（’（&）%!（#））( )（&，#），
故!’$!!现证!’是! 中模糊熵最大者!事实
上，,!$!，,#$*，有!（#）*!!（#）!若!!（#）*
$
%
，则$
%+!

’（#）"!!（#）+!（#）；若!!（#）+

!（#）-$%
，则$
%"!

’（#）*!（#）；若!!（#）-$%+

!（#），则!（#）*!’（#）"$%!
由此可知，无论哪种

情况，总可得到+（!’）++（!）! 证毕!
从定理$的证明过程可得如下结论：
定理!"对于任何关于第$变量不增且第%变

量不减的蕴涵算子 %，若+,-问题的 %,型反向

三.解为!!，则!’（#）"!!（#）)$%
为+,-问题的

%,型模糊熵反向三.支持算法的解!
定理#"+,-问题的 %/0,型模糊熵反向三.

支持算法解!’由下式给出：

!’（#）((12
&$-#
｛$.’’（&）｝) $%

，#$*，

其中-#"｛&$/#’’（&）-%（’（&），!（#））｝!
证明!由于 /’331340(3135蕴涵 % 满足定理$

的两个条件，故其解存在!首先考虑+,-问题的反
向三.解(!（#），按%的定义知此时式（%）的表达式为
［’’（&）)（(!（#））0］"%（’（&），!（#）），（&）
这里#，’，! 与’’都已固定，下证对一切可能的

&，!!（#）"(12
&$-#
｛$6’’（&）｝能使式（&）取得最大值!

因#已固定，为了书写简便，记%（’（&），!（#））为

)（&），则式（&）可写为
［’’（&）)（!!（#））0］" )（&）! （7）

如果& 使得’’（&）*)（&），则式（7）可化简为

)（&）!因!!（#）不出现，式（7）是否取得最大值与
!!（#）的值无关!如果’’（&）-)（&），则由分配律
知式（7）可化为’’（&）)［)（&）"（!!（#））0］，其

最大可能值为’’（&），可于（!!（#））0+’’（&）时
达到，从而!!（#）*$6’’（&）!
综上所述并注意到(!（#）应是!（*）中使式（%）

取最大值的最大模糊集，再由定理%便得结论!
证毕!

类似地，对于上述其余&个蕴涵算子有如下&
个结论：

定理$"+,-问题的%8,型模糊熵反向三.支

持算法解!’由下式给出：

!’（#）(
#，#$-，

$
%
，#$*.-

/
0

1 ，

这里

-(｛#$*159:&$/｛’
’（&）%0（’（&），!（#））｝-#｝!

定理%"+,-问题的 %;<,型模糊熵反向三.
支持算法解!’由下式给出：

!’（#）(｛(12
&$-#
｛’’（&）.%0;<（’（&），

!（#））｝)(12
&2-#
#｝) $%

，

其中 -#"｛&$/#（’’（&））0*%;<（’（&），

!（#））&$｝!
定理&"+,-问题的%=,型模糊熵反向三.支

持算法解!’由下式给出：

!’（#）((12
&$-#
｛’’（&）%（’（&），

!（#））｝) $%
，#$*，

其中-#"｛&$/#’’（&）%0（’（&），!（#））-#｝!

# 基于某些常见蕴涵算子的’()问题的模
糊熵反向三*支持算法

关于式（%）的+,>问题模糊熵反向三.支持解
存在的条件，有如下结论：

定理+"
$）若%"%?［#，$］%%［#，$］关于第$变量不
增，则式（%）的最大值为

2（&，#）(（$%!’（#））%（’（&）%!（#））!
%）若 % 关于第$变量连续，则+,>问题的

%,型模糊熵反向三.支持算法的解存在!
证明!
$）,!’$!（/），有!’（&）*$，因% 关于第$变
量不增，所以（!’（&）%!’（#））+（$%!’（#）），从
而

（!’（&）%!’（#））%（’（&）%!（#））*
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（!!!"（"））!（#（$）!!（"））"
故结论成立"
#）记!$｛#%#!（&）$（#%（$）!!"（"））!

（#（$）!!（"））$’（$，"），$#&，"#(｝，由!#
!知! 非空"令%#$&｛#%$#%#!｝，则必存在某

#%%#! 使得#%%（$）$%#（$）"因反之，则在! 中必

有序列｛#%)｝，使得

&’(
)!)
#%)（$）*%#（$）且#%)（$）’%#（$）"

这表明%#（$）是｛#%)（$）｝的右极限"因+ 关于第!
变量连续，故

’（$，"）*（%#（$）!!"（"））!（#（$）!!（"）），

即%#（$）#!，矛盾"取#"（$）$%#（$）(!#
，则由

+ 关于第!变量不增，知
（#"（$）!!"（"））!（#（$）!!（"））)
（%#（$）!!"（"））!（#（$）!!（"））*’（$，"），
故#"#!"现证明#"是! 中模糊熵最大者"事
实上，*##!，*$#&，有 %#（$）+#（$）"若

%#（$）+#（$）+!#
，则 #（$）+#"（$）$!#

；若

%#（$）+!#,#
（$），则!#$#

"（$）,#（$）；若!#,

%#（$）+#（$），则!#,#
"（$）$%#（$）+#（$）"总

之，按模糊熵的定义，必有,（#"）),（#）" 证毕"
从定理*的证明过程中可得到：
定理!"对于任意关于第!变量不增的蕴涵算

子+，若 +,-问题的 +-型反向三.解为 %#，则

#"（$）$%#（$）(!#
为+,-问题的+-型模糊熵反

向三.支持算法的解"
注：/01234蕴涵算子+/，文献［!%］误认为它们

在［%，!］5［%，!］上连续"事实上，&’(
$!%6

+/（$，%）$

&’(
$!%6
（%
$&!
）$%-+/（%，%），这表明/01234蕴涵在

点（%，%）关于第!变量不连续，从而它们并不是
［%，!］5［%，!］上的连续算子"由于它们不满足定理

*的条件，它们相应+,-问题的反向三.支持解不
一定存在"这是因为：取!"（"）.%且+（#（$），

!（"））.!#
，则式（#）为!&［!#"

（%"#"（$））&!］，

按+/的定义，要使上式最大，当且仅当#"（$）’
%"这表明，使式（#）最大的!（&）中的最小的模糊集

#"是不存在的"故下面仅考虑余下的7个蕴涵算子：
定理#"+,-问题的 +89-型模糊熵反向三.

支持算法解#"由下式给出：

#"（$）*:2;
"#.$
｛!/!"（"）｝( !#

，$#&，

其中.$$｛"#($!"（"）,+0（#（$），!（"））｝"
证明"因8&3343<9’343:蕴涵算子+ 满足定理*

的两个条件，故其解存在"首先考虑+,-问题的反
向三.解%#（$），按此蕴涵算子的定义知式（#）的表
达式为

［%#（$）&（!"（"））0］(+（#（$），!（"）），（=）
这里$，#，! 与!"都已固定，要求对一切可能的

"，%#（$）能使式（=）的值最大的最小模糊集"因为$
已固定，为了书写简便，记 +（#（$），!（"））为

’（"），则式（=）可写为
［%#（$）&（!"（"））0］(’（"）" （>）

如果" 使得（!"（"））0+’（"），则式（>）可化为

’（"）"因%#（$）不出现，故式（>）是否取得最大值
与%#（$）的值无关"如果"使得（!"（"））0’’（"），
则由分配律知式（>）可化为［%#（$）(’（"）］&
（!"（"））0，其最大可能值为（!"（"））0，可于%#（$）)
（!"（"））0时达到"综上所述并注意到%#（$）应是

!（&）中具有上述性质的最小模糊集知，%#（$）$
:2;
"#.$
｛!?!"（"）｝，这里 .$$｛"#($!"（"）,

+0（#（$），!（"））｝，$#&"其次，依定理@便得
结论" 证毕"
定理$%"+,-问题的 +A-型模糊熵反向三.

支持算法解#"由下式给出：

#"（$）*
!
#
，$#.，

!，$#&/.
0
1

2 ，

其中

.*｛$#&1:2;"#(｛+0（#（$），!（"））（!
"（"））0｝*%｝"

定理$$"+,-问题的+BC-型模糊熵反向三.
支持算法解#"由下式给出：

#"（$）*｛:2;
"#.$
｛!"（"）2+0（#（$），

!（"））｝(:2;
"3.$
!｝( !#

，

其中

.$ *｛"#(1!"（"）++0（#（$），!（"））,!｝"

& 结束语

模糊推理的理论与应用研究已成为当今模糊系

统理论的热点之一"在理论研究中，对于模糊推理
中最基本的+,D与+,-问题，传统的EA.方法
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存在着若干缺陷与不足，全蕴涵三!方法改进了

"#!方法$在实际应用中，基于"#!方法的模糊系
统在研究函数泛逼近问题时，常出现“规则爆炸”的

现象$因而，如何设计模糊系统的推理规则及相应
模糊系统，使在给定的精度下模糊规则库的元素最

少又是模糊控制研究的核心问题之一$宋士吉教授
等人提出的反向三!支持算法为设计模糊推理规则
提供了一个新思路$然而宋教授等人仅针对!%蕴
涵算子进行全面的讨论，这对于实际模糊控制设计

的选择是不够的，因而对于一般模糊蕴涵算子的反

向三!支持算法是否有解的讨论是一项有意义的工
作$本文提出了用模糊熵来度量反向三!模糊推理
结果的模糊程度，给出的模糊熵反向三!原则对宋
士吉教授提出的模糊推理反向三!算法做进一步的
改进，讨论了&’(与&’)问题的模糊熵反向三!
支持算法存在的条件，并给出了几个常见蕴涵算子

相应的解的计算公式，本文在一定意义上为模糊控

制系统的设计奠定了一些基础$然而，在实践生活
中以模糊熵三!算法，特别是以模糊熵反向三!支
持算法，代替"#!算法来设计模糊控制系统方面，
仍未见到相应的研究成果$但我们相信，这是一项
有非常重要意义的工作$
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