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摘 要 特征提取是模式识别研究领域的一个热点L为了更好地解决人脸识别中的特征提取问题，定义

了一种新的基于RO;=91鉴别极小准则的特征提取方法，并且提出了类间散布矩阵零空间的概念，解决了

先前RO;=91线性变换方法中的最终特征维数受类别数的限制L在人脸数据库上的实验结果验证了该算

法的有效性L

关键词 特征提取；人脸识别；零空间；RO;=91鉴别准则；主成分分析
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< 引 言

人脸识别是目前模式识别研究领域中一项极富

挑战性的重要研究课题，其研究不但对于模式识别

理论的发展具有重要的学术意义，而且在商业、法律

和其他领域都有着广泛的实用价值和巨大的市场应

用前景L到 目 前 为 止，已 经 提 出 了 很 多 算 法 来 处 理

人脸识别问题［$］，其中基于代数的人脸识别方法是

当前人脸识别方法的主流，并且取得了较好的实验

效果L在此类人脸识别方法中，基于WX变换的特征

脸 识 别 方 法［’，(］ 和 基 于 RO;=91 鉴 别 准 则 的

RO;=9153<9人脸识别方法［A，C］是使用较广的方法L基

于RO;=91鉴别准则的人脸识别方法，由于可得到有

助于分类的最佳鉴别投影信息，因此成为代数方法

中的一个研究热点L然而，RO;=91鉴别准则在实际使

用中 经 常 会 遇 到 小 样 本 问 题［B，+］（;6344;36749;OJ9
71/U496，"""-）L
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此时在类内散 布 矩 阵 奇 异 的 情 况



下，就不能直接应用相应的鉴别准则，因此有很多学

者提出了相应的算法，基于!"#$%&#的组合方法

是此类方法 的 主 流’()*+等 人［,］提 出 了 一 个 完 整

的!"#$%&#的人脸识别方法，但是该方法当!"#
降维之后的样本类内散布矩阵为满秩［-，./］时，就不

存在相应零空间的信息，而且最终得到的特征数据

维数受原始图像类别数的限制’因此，01等人［..］提

出了一种基于234567鉴别极小准则的算法，但是01
的方法始终假设取得特征数据的类间散布矩阵是正

定的，这个是必须的吗？本文提出了一种新的基于

样本类间散布矩阵零空间概念的234567鉴别极小准

则新算法，解决了前人在应用234567鉴别准则上的

不足之处’在人脸数据库上的实验验证了该算法的

有效性’

! 相关知识

!"# $%&’()鉴别准则

线性鉴别分析方法的目的是从高维特征空间中

提取出最具有分类能力的低维特征，我们希望投影

后的特征数据，在低维空间里不同类别的样本尽可

能分得开些，同时希望每个类别内部样本尽量密集，

也就是说，样本类间离散度越大越好，而样本类内离

散度越小越好’
现假设有!类已知的模式".，"8，⋯，"!，#9

｛!$｝，$9.，8，⋯，% 为 一 个 具 有& 维 的 样 本 集’任

何一个在样本集# 中的样本!$ 均属于某个己知类

别"’，即!$!"’，其中$9.，8，⋯，%，’9.，8，⋯，!’
那么，样本类间散布矩阵定义为

":("
!

$(.
)$（#$*#）（#$*#）;， （.）

其中，#$ 是"$ 类 的 均 值，# 是 所 有 样 本 的 均 值，)$
是先验概率’

样本类内散布矩阵定义为

"<("
!

$(.
)$$$， （8）

其中，

$$(+［（!*#$）（!*#$）;,!!"$］’（=）

我们希望原始数据经过投影后，在低维空间内

得到的就是 最 有 助 于 模 式 分 类 的 信 息’因 此，如 果

类内散布矩 阵"< 是 非 奇 异 矩 阵，最 优 的 投 影 方 向

%>?@就是使得样本类间散布矩阵和样本类内散布矩

阵的行列 式 比 值 最 大 的 那 些 正 交 特 征 向 量’因 此

234567准则函数定义为

-（%>?@）()7+A)B
&

%;":%
%;"<%

’ （C）

通过线性代数理论，我们可知 %>?@就是满足如

下等式的解：

":%$(!$"<%$’ （D）

通 常 的 234567准 则 函 数 通 过 求 得 对 应 矩 阵

"E.< ":大于零的特征值!$ 所 对 应 的 特 征 向 量 以 得

到投影空间，此时我们注意到该矩阵最多只有!E.
个非零特征值，其中!为原始模式数据的类别数’

当类内散 布 矩 阵 奇 异 的 时 候，234567准 则 函 数

也可以采用如下的形式：

.（%>?@）()7+A)B
&

%;":%
%;"@%

， （F）

其中的"@为样本的总体散布矩阵，并且满足

"@(":/"<’

!"! *+,-./,的特征提取

基于234567鉴别准则的线性变换方法给我们提

供了一个取得低维分类数据的有效方法，但是在人

脸识别等小样本问题的模式识别问题中，经常会出

现不能直接应用234567鉴别准则的情形，因此有很

多学者提供 了 相 应 的 解 决 方 法’()*+等 人 提 出 了

一个完整的线性变换过程：!"#$%&#’该方法中，

首先 通 过!"#变 换 将 原 始 图 像 空 间 从& 维 降 到

0（097)*G（"@））维空 间 10，其 中（&#0）’此 时

可以保证所有的分类信息都存在0 维的子空间中’
重新定义在新的0 维空间中相应的样本散布矩阵’

样本类间散布矩阵为

$":(’;":’， （H）

样本类内散布矩阵为

$"<(’;"<’， （,）

其中 的2 为!"#变 换 矩 阵，":，"< 分 别 为 原 始 图

像对应的样本类间散布矩阵和类内散布矩阵’
对于10 空间的类内散布矩阵，()*+提出将此

矩阵分为相应的非零空间和零空间，分别计算得到

相应空间的鉴别向量构成最终的投影向量’
此方法虽然给出了一个完整的线性特征提取过

程，但是如何保证降维之后的类内散布矩阵始终是

存在零空间的，而且如此特征向量的求解过程中最

终特征向量的维数还受到样本类别数的限制’因此

01提出了一种基于234567鉴别极小准则的特征提

取方法，该方法同样采用了基于!"#$%&#的特征

提取过程’首先采用!"#方法将原始图像从& 维

降到0（097)*G（"@））维空间中’在降维后的子空

间中，采用基于234567鉴别极小准则的线性变换方
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法得到相应的特征向量!在"#的方法中，始终假设

抽取得到的是处于样本类间散布矩阵!!$ 大于零的

空间内的信息!当!!$位于零空间内时，我们能否从

!!% 空间得到相应的鉴别信息呢？本文结合!!$零空

间内的信息，提出了一个完整的基于&’()*+(变

换的,-./01鉴别极小准则的算法!
!"# 理论基础

本文中我们定义,-./01鉴别极小准则如下：

定义$",-./01鉴别极小准则函数为

!2-3（"456）"7182-3
#

"9!%"
"9!$"

或

#2-3（"456）"7182-3
#

"9!%"
"9!6"

!

从,-./01鉴别极小准则的意义来分析，我们可

以得出，当准则函数!2-3（#2-3）取 得 的 值 越 小，将 原

始模式投影到 " 方向后的模式可分性越好!
我们首先证明定义:中的两个等式在求解最优

特征向量集时可以等价使用!
定理$"对于"$，函数%（$）#;，&（$）$;，’:

（$）<%
（$）

&（$）
，’=（$）< %（$）

%（$）)&（$）
，若 存 在$;，使

得’:（$;）<2-3’:（$），则有’=（$;）<2-3’=（$）!
证明!根据 代 数 基 本 理 论，显 然 有’:（$）#;，

’=（$）#;，所以

’=（$）"

%（$）

&（$）

:(%
（$）

&（$）

"
’:（$）

:(’:（$）"

:) :
:(’:（$）! （>）

由于’:（$;）<2-3’:（$），所以

:
:(’:（$;）"27?

:
:(’:（$）

， （:;）

因此

’=（$;）":) :
:(’:（$;）"2-3’=（$）!（::）

证毕!
通过定理:我们可以得到，当样本类间散布矩

阵正定 时，定 义:中 的!2-3和#2-3是 可 以 等 价 使 用

的，因此本文的后续 部 分 都 以#2-3作 为 我 们 的 鉴 别

准则!此外，对于处于样本类间散布矩阵!$零空间

内的最优特征向量求解我们将给出新的方法!
定理!",-./01鉴别极小准则可转化成 如 下 广

义特征问题：

!%"<!!$" 或者!%"<!!6"!

引理$［@］"当且仅当$9!%$<;和$9!$$<;
时，才有$9!6$<;!

定义!［@］"若!:，!=，⋯，!* 为总体散布矩阵!6
的正交特征向量，并且按照对应特征值从大到小的

次序排列!假设173A（!6）<+，由此可知!:，!=，⋯，

!+ 为非零 特 征 值 所 对 应 的 特 征 向 量，!+):，!+)=，

⋯，!* 为零特征值所对应的特征向量，因此可 定 义

相应的 特 征 向 量 空 间 ,+ <&-.*｛!:，⋯，!+｝和

,%+<&-.*｛!+):，⋯，!*｝!
定理#"对于任意的"&%*，"都能表述成"<

$)#的形式，其中的$&,+，#&,%+，那么我们可

得到#2-3（"）<#2-3（$）!
由定理B可知所有的最优鉴别特征向量都可以

从原始样本的总体散布矩阵非零空间中得到!这个

变换过程可通过&’(方法 实 现，经 过 该 方 法 之 后，

我们可以得到降维之后 的 + 维 数 据!&’(变 换 过

程如下：

& "’9$， （:=）

其中’<（!:，!=，⋯，!+），$&,*，&&,+!
经过&’(降维之后，此时,+ 空间内的,-./01

鉴别极小准则就变为如下的形式：

#2-3（$）"
&9（’9!%’）&
&9（’9!6’）& "

&9!!%&
&9!!6&

"’#2-3（&）!

（:B）

由 此，我 们 就 能 通 过,-./01鉴 别 极 小 准 则 在

&’(降维之后的新空间内得到最终的特征向量集!

# 如何执行我们的算法

C738给 出 了&’()*+(的 完 整 算 法，但 是 该

算法并没有考虑如果当&’(降维之 后 的 样 本 类 内

散布矩阵满秩时，此时不存在零空间的概念，并且受

样本类间散布矩阵秩的限制，最终得到的特征向量

维数始终在一个有 限 的 范 围 之 内!此 外"#的 基 于

,-./01鉴别极 小 准 则 的 特 征 抽 取 方 法，虽 然 也 提 出

了一个基于&’()*+(的方法，但是该方法始终假

设是在降维之后的样本类间散布矩阵非零空间中求

取最终特征向量，因此，被认为丢失了原始数据的部

分鉴别信息!本 文 克 服 了 这 些 局 限，提 出 了 一 个 完

整的基于,-./01鉴别极小准则的特征提取方法!
首先，将原 始 图 像 通 过&’(方 法 从* 维 变 换

到+（+<173A（!6））维子空间,+ 中，然后在 该 子

空间中应用,-./01鉴别极小准则!在&’(变换之后

的子空间,+ 中，样本的类间散布矩阵!!$可以分为

B;=:郑宇杰等：一种基于,-./01鉴别极小准则的特征提取方法



!!!"（!#，!$，⋯，!!）和 它 的 正 交 补 零 空 间!!"! "
（!!%#，!!%$，⋯，!"）&其中!#，!$，⋯，!" 是!!!的正

交特征向量集，并且按特征值从大到小的次序排列

相应的特征向量，前!个正交特征向量对应正的特

征值&因 此，基 于’()*+,鉴 别 极 小 准 则 的 特 征 提 取

过程可以分$个空间来实现：当求取!!!空间内的特

征向量时，此时相应的类内散布矩阵为!-.""/!!."，

总体散布矩阵!-0""/!!0"，根 据’()*+,鉴 别 极 小 准

则，可得到相应的特征向量集；当求取!!"! 空间内的

特征向量时，此时相应的类间散布矩阵#!!""/!!!""
1，类内散布矩阵#!.""/!!."，因此此时的’()*+,鉴

别极小准则可定义为##.""/!!."，求解相应的最小

特征值所对应的特征向量构成最优鉴别特征向量集&
因此，完 整 的 基 于’()*+,鉴 别 极 小 准 则 的 算 法 描 述

如下：

#）首先对 原 始 图 像 做234变 换，将 原 始 图 像

降到" 维空间#"，" 的值由原始图像样本总体散

布矩阵!0的秩所决定&
$）取$#"（!#，!$，⋯，!!），重新计算得到相应

!!!空间内的类内散布矩阵!-."$/#!!.$# 和总体散

布矩阵!-0"$/#!!0$#&根据’()*+,鉴别极小准则，得

到相 应 的 按 特 征 值 从 小 到 大 排 列 的 特 征 向 量%#，

%$，⋯，%$&那么相应的在!!!空间中的最优特征向

量为"%"$#%%，%"#，$，⋯，&&其中&",567（!!!）&
一般&$$&
8）取$$"（!!%#，!!%$，⋯，!"），重新得到相应

!!"! 空 间 内 的 类 内 散 布 矩 阵#!."$/$!!.$$，计 算 得

到#!. 的正交 特 征 向 量 集，并 且 将 这 些 特 征 向 量 按

对应特征值从小到大的顺序排列，取前’9&个 特

征向量，由此我们可以得到在!!"! 空 间 中 的 最 优 特

征向量为"%"$$%%，%"&%#，&%$，⋯，’&
:）由"%"$#%%，%"#，$，⋯，&和"%"$$%%，

%"&%#，&%$，⋯，’ 组成特征向量集（"#，⋯，"&，

"&%#，⋯，"’）&

! 实验结果

本文 采 用;<=［#$］人 脸 数 据 库 和 >?@/A18人

脸数据库来验证该算法&最终经特征提取之后的图

像数据采用B>>分类器实现分类，其中("8&
;<=人 脸 数 据 库 包 括 从#CC$年:月 到#CC:

年:月剑桥大学实验室拍摄的一系列人脸图像，具

体为:1个人，每 个 人 由#1幅 图 像 所 构 成&这 些 人

脸图像为分 辨 率 是C$D##$的 灰 度 图 像&实 验 中，

图像被预处理 成8#D:1维 的 形 式&预 处 理 之 后 的

部分人脸图像如图#所示：

’(E&# @FG+(G5E+)H,FG;<=H5I+J505!5)+&
图# ;<=人脸数据库部分人脸数据

我们的实验中，分别采用;<=人脸库中每类人

脸的前几幅图像构成整个训练样本集，并且把人脸

库中的所有样本均作为检测样本（下同），得到的最

终识别性能表如表#所示：

"#$%&’ (&)*+,-.-*,(#.&/*01#2-3*,*,4(56#)&7#.#$#3&
表’ 在4(5人脸数据库上的识别率比较 8

/,5(6(6E@5GKL+"3L5)) M(E+6H5I+ ’()*+,H5I+ 2,FKF)+JN+0*FJ

8 O8&$P OO&$P OO&P1

: C1&P1 C#&$P C#&QP

P C8&11 C8&P1 CP&QP

>?@/A18人脸数据库中包含CA个人，每人由

#1幅图像构成&每幅图像的分辨率均为$PAD$PA&
为了便 于 识 别，我 们 首 先 将 图 像 中 的 脸 像 切 割 出

来［#8］，并归一化为8$D8$的标准图像&图$和图8
分别为>?@/A18人脸数据库的部分原始人脸图像

和标准化后的人脸图像&

’(E&$ @FG+F,(E(65L(G5E+)H,FG>?@/A18H5I+J505!5)+&
图$ >?@/A18人脸数据库部分原始人脸图像

’(E&8 @FG+6F,G5L(R+J(G5E+)H,FG>?@/A18H5I+J505!5)+&
图8 >?@/A18人脸数据库部分归一化人脸图像

在与;<=人脸数据库实验相同的环境下，我们

得到的最终识别率如表$所示：

:1$# 计算机研究与发展 $11A，:8（Q）



!"#$%& ’%()*+,-,)+’"-%.)/0"1,2)+)+345!6789"(%

:"-"#"2%
表& 在345!678人脸数据库上的识别率比较 ;

!"#$%$%&’#()*+!,*#-- .$&+%/#0+ 1$-2+"/#0+ 3"4)4-+56+7245

8 98:;< 9<:=> 9>:>;

= 9<:;8 9>:>< 9;:<?

< 9>:@9 9;:A< 99:?>

> 9;:>? 9B:=B 99:@;

从 表@和 表A的 实 验 结 果 中，可 以 看 出 基 于

1$-2+"鉴别极小准则的人脸识别方法性能优于其他

的代数 特 征 提 取 方 法:基 于3,C思 想 的.$&+%/#0+
得到的特征向量是有效重构数据的向量，并不是最

有助于分类 的 特 征 向 量:而1$-2+"/#0+虽 然 也 采 用

了3,CDEFC的变换过程，但是该组合方法在变换

过程中损失了有助于分类的特征信息:本文提出的

基于1$-2+"鉴别极小 准 则 的3,CDEFC特 征 提 取

方法，有效地得到了降低了原始图像的维数，并且保

留了原始图 像 的 分 类 信 息:特 别 地，本 文 的 特 征 提

取方法克服 了G#%&和HI的 方 法 中 得 到 的 最 终 特

征数据维数必须受类别数限制的不足之处，有效地

得到了最终的特征鉴别向量集:

< 结 论

本文在1$-2+"鉴别准则的基础上，提出了一种

基于1$-2+"鉴别极小 准 则 的3,CDEFC人 脸 识 别

方法:1$-2+"鉴别极小准则利用了投影数据的最大

可分性，同时克服了先前算法中最终得到的特征数

据维数必须受类别数限制的局限，从而能取得更多

的有助于分类的低维信息，并且给出了一个完整的

实现步骤:在人脸数据库上的实验结果也验证了该

算法的有效性:
利用1$-2+"鉴别极小准则提取人脸图像的有效

分类数据，当前在线性的情况下取得了良好的分类

效果，如何在非线性的情况下取得好的性能，这个是

有待我们进一步研究的工作:
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