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摘 要 提出了一种基于多候选方法的数学公式识别系统J该系统主要包括公式图像预处理，多候选公
式符号分割和多候选公式结构分析(个部分J在公式符号切分中，使用(次动态规划方法对公式图像
进行多候选公式符号切分J在公式结构分析中，采用层次结构方法多候选分析公式符号间的结构关系，
然后使用O3,9P格式和Q38=,H79格式表示数学公式的识别结果J为了确定符号间的空间位置关系，建
立了符号的空间关系模型J在(’CE个公式图像组成的测试集上取得了+EJ’W的公式分析正确率J

关键词 多候选；印刷体数学公式；动态规划；层次结构；空间关系模型
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科技工程文献中往往存在着大量数学公式，为

了重用这些科技工程文献，!"#系统不仅需要具有
文字识别的能力，还需要具有数学公式识别的能力$
研究人员围绕公式识别进行了大量的研究，但迄今

为止还没有实用的公式识别产品$
在过去的几十年中，研究人员提出了多个数学

公式识别系统［%&’］$())等人提出的系统能够处理简
单的数学公式并取得了一定的效果，但该系统不能

处理多行数学公式以及比较复杂的单行公式且该系

统的测试图像集较小［*］$+,-).,/等人设计的系统
原型能够将无噪音的数学公式图像翻译成(012表
达式，但是实际系统只能识别固定格式的积分表［3］$
!4,.5-5等人实现的系统针对实际扫描的公式图像
取得了较好的分析效果并支持识别性能的自动评

测，但该系统不能分析带有两个以上符号的修饰符

表达式，并且对于上下标和矩阵支持得不好［6&7］$靳
简明实现的系统在结构分析中取得较好的效果，但

没有提到分割性能，仍未达到实际应用的程度［8］$
本文提出了一种基于多候选方法的数学公式识

别系统，图%为系统的流程图$该系统主要分为3
个部分：预处理；多候选数学公式符号分割；多候选

公式符号结构分析；公式识别结果转换$在多候选
数学公式符号分割中，为了分割公式中的符号包括

粘连符号和断裂符号，采用*次动态规划方法对公
式图像进行多候选分割$在多候选数学公式结构分析
中，首先采用层次结构分析方法分析数学公式中的矩

阵和子表达式，然后使用图搜索的方法多候选分析角

标表达式并使用文法删除不合法的候选$为了计算符
号间的空间关系，本系统建立了空间关系模型$

+09$% :;<)=59/0-05/><,.)?5<4$
图% 数学公式识别系统框架

! 预处理

在数学公式识别系统中，预处理主要包括噪声

滤除、图像倾斜矫正和图像二值化等$图’为预处

理后的公式图像，本文以该图像为例说明数学公式

识别系统的识别过程$

+09$’ @/)A,.2B)5>:;0.,9)$
图’ 公式图像举例

" 多候选数学公式符号分割

数学公式符号分割就是从数学公式图像中分割

出带有属性的公式符号串$公式符号分割主要包括
初始分割公式图像，竖直方向分割公式子图，水平方

向分割公式子图和函数名合并3个部分$
"#! 初始分割公式图像
在公式图像初始分割中首先使用动态规划方法

搜索图像中可能的分割路径，然后根据可能的分割

路径分割公式图像获得公式子图，最后公式图像的

初始分割结果如图*所示：

+09$* C/0-0,B1)9.)/-,-05/<)1DB-$
图* 初始分割阶段公式徒像分割结果

"#" 竖直方向上多候选分割公式子图
在公式图像中，公式图像中的符号排列不仅可

以按照水平邻接关系排列，还可以按照垂直关系排

列，有时甚至是按照包含关系排列$这样对于公式
图像很难仅通过水平方向分割就分割出正确的分割

结果$因此在初始分割公式图像后，再从竖直方向
上使用动态规划方法多候选分割公式子图$

+09$3 E52&%F)<-0=,B1)9.)/-,-05/<)1DB-$
图3 竖直方向公式分割结果（%选）

在竖直方向分割子图中，首先使用动态规划方

法搜索可能的分割路径，然后在带有拒识模型的识

别核心提供的符号识别可信度基础上使用动态规划

方法合并路径间的图像并形成竖直方向的分割结果，
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最后竖直方向分割公式图像的第!候选结果如图"
所示#
!"# 空间关系模型
在数学公式中，公式符号之间存在一定的结构

关系，为了计算这些关系的类别以及相应的可信度，

本节建立符号间的空间关系模型#
首先根据公式中符号之间的结构关系将空间关

系分为!类，并抽取" 维的拓征，然后使用$%%
模型建立空间关系分类的模型，再使用&% 算法和

%’&算法训练$%%模型的参数，最后使用训练好
的$%%模型给识别空间关系分类#
(#)#! 特征抽取
空间关系模型定义空间关系共有!（!*+）类

即定义+种类型的空间关系，分别为：水平、上方、下
方、右下角、右上角、重叠和包含#
定义特征的维数为"（"*!"）即本文中使用的

特征维数为!"，这!"个特征具体为：符号宽度（#!，

#(），符号高度（$!，$(），边框的中心距离（!%，

!&）；边框的中心角度!；符号的中心距离（!%’，

!&’）；符号中心角度!’；符号的,-,.分（(%*
!%
)
，

(&*
!&
*
）；符号的边框面积 +!",，+(",#其具体

含义如图/所示#其中：

+!*#!0$!，+(*#(0$(，,*)0*#

123#/ ’45657896:;<:=5825>69>582;?@;A9>#（5）#!，#(，

$!，$(；（B）!%，!&，!；（7）!%C，!&’，!C；5?A（A）+!，

+(，,，)，*#
图/ 空间关系特征#（5）#!，#(，$!，$(；（B）!%，!&，

!；（7）!%C，!&’，!C；（A）+!，+(，,，)，*

(#)#( 基于空间关系的$%%模型
首先使用$5D::25?%2E8D69%;A9>（$%%）建立

空间关系的模型，再使用&%［!F］算法和 %’&［!!］算
法训练$%%模型，最后用训练后的$%% 模型识
别空间关系#

!"$ 水平方向多候选分割公式图像
在竖直方向分割中得到的子图可能是!个符号

形成的图像，也可能是多个符号形成的图像，因此本

节再次使用动态规划从水平方向上多候选分割子

图#首先使用动态规划搜索可能的图像分割路径，然
后在带有拒识模型的识别核心提供的识别可信度和

结合B2G365@信息的空间关系模型提供的空间关系
可信度基础上，使用动态规划算法多候选合并子图

最后形成公式符号串#最后水平方向分割公式子图
的结果如图H所示：

123#H I;=G!4;62J;?85>:93@9?8582;?69:D>8#
图H 水平方向公式分割结果（!选）

在数学公式中存在许多常见的函数名如:2?，

>3，7;K，2?<，:D=，>2@，9E=，@2?，@5E，@;A，65A，

563，A98等，这些函数名在数学公式中起着特殊的
作用，因此在这里使用L5M9:25?后验概率的方法进
行合并函数名#最后公式符号的第!候选分割结果
如图H所示#其中每个分割得到的符号都具有多个
识别.N和相应的识别可信度，如图H中最左边的
‘（’识别结果见表!所示：

%&’()* +,-’.(/)0.12343.2/)56(4
表* 符号识别结果

.N ’;?<2A9?79

（ F#"H

［ F#)O

# 数学公式符号多候选结构分析

基于层次结构的公式结构分析方法共分为)个
阶段：多候选矩阵分析阶段、多候选子表达式分析阶

段和多候选角标分析阶段#在矩阵分析和子表达式
分析阶段，使用空间关系模型建立公式的层次结构，

然后分析公式的每一层#在多候选角标分析阶段，
使用带有拒识的空间关系模型建立符号间的角标关

系图，然后使用图搜索的方法多候选搜索角标关系

树，并使用文法剪枝获得I;=G- 个分析候选#
#"* 多候选矩阵分析
在多候选角标分析中，首先按照符号识别候选

中是否包含定界符展开符号候选，然后对左定界符

H"!! 计算机研究与发展 (FF+，""（+）



和右定界符进行多候选配对形成定界符组，再通过

空间关系模型建立定界符组之间的层次结构关系，

最后对每一个定界符组依次进行符号搜索，行分析

和列分析，最后得到矩阵分析结果!
"!#!# 多候选矩阵定界符配对及定界符组关系树
在每一个候选中搜索左定界符和右定界符!在

搜索得到左定界符和右定界符后，通过空间关系模

型产生定界符关系图，再搜索$%&’! 组配对结果!
最后定界符配对的第#候选结果如图(所示!在图
中浅色矩形框为配对后的定界符组边框!

)*+!( $%&’#,-.*/*0-12+1%3&*4+1-23.0!
图( 定界符组第#候选配对结果（#选）

在定界符配对后使用空间关系模型建立定界符

组之间的关系图，然后在关系图中搜索定界符组之

间的关系树即矩阵分析阶段的定界符组层次结构关

系，最后根据定界符组的层次结构关系依次分析每

个定界符组!
"!#!5 多候选搜索矩阵内的符号
在矩阵内符号搜索中，首先使用空间关系模型

计算每一个符号与定界符组的空间位置关系及其可

信度，然后根据计算得到的空间关系和相应的可信

度确定该符号位于定界符组内的可信度，最后获得

定界符组的符号!在图(中除了定界符外所有符号
都是定界符组内的符号!
"!#!" 多候选矩阵行分析
多候选矩阵行分析首先在垂直方向进行轮廓投

影并初始分割矩阵行，然后多候选合并矩阵行并取

$%&’! 个分析候选!最后行分析的结果如图6所
示，其中浅色矩形框为行边框!

)*+!6 $%&’#/701*81%92747.:2*21-23.0!
图6 矩阵行分析结果（#选）

"!#!; 多候选矩阵列分析
在矩阵列分析中首先计算矩阵元素的高度并根

据矩阵元素高度估计矩阵的列间距离，然后使用水

平方向轮廓投影方法多候选分割矩阵列!最后矩阵

列分析的第#候选结果如图<所示，其中浅色矩形
框为矩阵列的边框!

)*+!< $%&’#/701*8=%.3/4747.:2*21-23.0!
图< 矩阵列分析结果（#选）

最后矩阵分析阶段的分析结果如图#>所示，其
中"#$#，"#$5均为子表达式，对应节点上的子表达
式为一带有属性的符号串!

)*+!#> $%&’#/701*8747.:2*21-23.02!
图#> 矩阵阶段公式分析结果（#选）

!"# 多候选子表达式分析
在子表达式分析中，首先按照符号识别结果中

是否包含控制符（表达式的核心符号，如图##中的
分数线）展开候选，然后在每一个候选中建立控制符

之间的层次结构关系，最后依次分析每一个简单子

表达式!本节以图#>中的"#$#所示的子表达式图
像为例说明多候选子表达式层的分析方法!

)*+!## $%&’#23?’-8&1-22*%4747.:2*21-23.0!
图## 子表达式阶段公式分析结果（#选）

"!5!# 子表达式层次结构关系
在建立子表达式控制符的层次结构关系中，首

先利用空间关系模型建立控制符之间的关系图，然

后多候选搜索控制符的层次结构关系!在"#$#中，

(;##郭育生等：基于多候选的数学公式识别系统



控制符的层次结构关系为：!!"#$%&｛!’｝，其中!!
表示第!个符号（符号顺序按照左边框从左至右排
列(若左边框相同，则按照从上到下排列相同左边
框的符号，在图!!中!"#!中第!个符号为一分数
线）(
)(’(’ 子表达式分析
首先建立符号与控制符之间的空间关系图，然

后多候选搜索控制符的元素，再按照可信度取*%+$
% 个子表达式分析候选(最后子表达式阶段的分析
结果如图!!所示，其中!"#)，!"#,，!"#-有待进
一步的分析(
!"! 多候选角标分析
多候选角标分析是指分析前面分析得到的每一

个待分析的角标表达式以便得到公式的最终分析结

果(这里以图!!中的角标表达式!"#)为例说明角
标分析的方法(
在角标层的空间关系模型中，符号之间的关系

只有,种：上标、下标、水平和拒识(其中拒识关系
对应于.种空间关系中的其他,种(基于空间关系
模型建立两两符号间的关系图，最后获得两两符号

的空间关系图(
在获得符号间的角标关系图后，使用图搜索的

方法搜索*%+$% 个角标关系树，如&/0+｛’｝/01
｛’｝(其中/0+表示上标关系，/01表示下标关系，2%3
表示水平关系(

456(!’ *%+7!89:;:$</5/3#/0$=(
图!’ 公式分析结果（!选）

空间关系可信度不仅与空间关系类型和相应的

可信度有关，还与相邻符号的文法可信度有关，因此

在大量数据统计的基础上建立符号间的文法信息并

使用文法信息计算相邻符号间的角标关系可信度并

使用平滑算法［!’］进行平滑(根据角标表达式分析可
信度选取*%+$% 个候选(对所有的角标表达式分析
后，数学公式的分析结果如图!’所示：

在获得数学公式结构分析结果（结构关系树如

图!’所示）后，用>:*#?格式和 8:=2*<+#格式分
别表示这些结构关系树，如图!)和图!,所示：

!$#@=（!1#65;｛:33:<｝｛!，’｝

!@3:A｛&(B（’）C)｝｛!@3:A（!）（*）C!｝D

!@3:A｛!｝｛*｝!!

ED!

!#;F｛:33:<｝!3562=）

456(!) 893#A%6;5=5%;3#/0$=&5=2>:*#?@%3G:=(
图!) 公式识别结果表示格式：>:*#?格式

&’+,)
!
*,!,)

!
*

"

#

$

%E !

456(!, 893#A%6;5=5%;3#/0$=&5=28:=2*<+#@%3G:=(
图!, 公式识别结果表示格式：8:=2*<+#格式

# 实验结果及分析

#"$ 实验结果
为了比较全面地反映公式识别系统的性能，本

文扫描的图像来源不仅有数学书籍还有期刊，不仅

有高中书籍、高中数学手册，还有现代数学手册和研

究生数学课本，这些书籍一共有!’本：现代数学手
册———经典数学卷，现代数学手册———计算计数学

卷，现代数学手册———随机数学卷，现代数学手册

———现代数学卷，应用随即过程课本，中科院研究生

院期刊、数学期刊、高中数学课本、高中数学手册、两

本高中数学试卷集和一本高中数学参考书(
从这些书籍中以)EEF+5的分辨率一共扫描了

),’E多页包含数学公式的灰度图像，并手工扣取了

.,EE多个比较复杂（扣取的公式中符号数不少于’E
个）的公式图像并标注了)’-H个公式作为测试公式
集(在测试集中包含了常见的H种基本类型的数学
表达式及其复合嵌套形成的数学公式：由定界符（）

［］｛｝&&’’形成的矩阵；不带根指数的根式，带有
根指数的根式；分式；组表达式（求和表达式、连乘表

达式、与运算、并运算、帽子表达式）；函数名表达式

（求极限函数名、求最小最大函数名等）；修饰符表达

式（矢量表达式、上画线表达式、点修饰符表达式

等）；堆叠表达式；角标表达式（上标、下标、水平表达

式）(
在本文的数学公式识别系统中，每幅公式图像

的识别所需平均时间为’(-I/（J! )(EKLM）(在

H,!! 计算机研究与发展 ’EE.，,,（.）



!"#$个公式中，公式符号 分 割 正 确 率 % 选 为

&’(#)，’选正确率为&*(")(在标注分割结果上，
数学公式结构分析正确率%选为&"(%)，五选为

&!(+)(公式完全分析正确率%选为*$(")，五选
为$"(’)(结构分析正确率是在标注分割基础上获
得的正确率，公式完全分析正确指公式中的符号识

别完全正确同时符号之间的结构分析也完全正确，

图%’为部分识别完全正确的公式(
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图%’ 正确公式分析示例

!"# 实验结果分析
实验结果表明，本文的基于多候选的数学公式

识别系统能够有效地分析各种类型的数学公式(在
测试数据集上公式分析正确率取得了%选*$(")
的正确率(
在!次动态规划方法分割公式符号中，竖直方

向分割子图和水平方向分割子图方法取得了较好的

分割效果，符号分割%选正确率为&’(#)，单候选
的分割方法符号分割正确率%选为&!(")，而基于
连通域的分割方法符号分割正确率仅为$#(")(
多候选公式结构关系分析中，每一阶段都保存

多个可能分析分割候选，因而每一阶段的分析候选

中包含正确分析结果的概率高于单候选的分析结

果，因此多候选的公式结构分析正确率高于单候选

的结构分析正确率(在使用本文的分割方法的测试
集中，多候选的结构分析算法获得的公式分析%选
正确率为*$(")，单候选的结构分析算法（即每个
阶段的分割结果均只保留第%候选）获得的公式分
析正确率仅为#&(!)，基于基准线的公式结构分析
方法获得的正确率为’&(#)(
虽然本文的公式识别系统取得了较好的公式识

别效果，但仍然存在一些识别错误，如表"所示(引
起公式分析错误的原因主要有：符号的粘连形成的

分析错误；符号断裂形成的分析错误；多重角标引起

的分析错误等(

$%&’(# )*%++(,-.%/(01234+%’56(,780+/’5
表# 错误分析的公式示例

89@51.3 A21:;B-BC3BD:?

5"·78
7)

1>006(·1!##

#!9%#
!
""
⋯#!//

9 结论和进一步研究

为了识别科技工程文献中的数学公式，本文基

于多候选的方法提出了一种数学公式识别系统(该
系统使用!次动态规划方法分割公式符号，并在此
基础上使用层次结构方法分符号间的空间结构关

系(在由!"#$个公式图像组成的测试集上取得了

*$(")的%选公式分析正确率(实验结果验证了本
文的数学公式识别系统的性能达到了初步应用的水

平(下一步的工作是针对公式识别系统中出现的错
误建立错误处理模型类型，减少错误的影响范围以

避免出现关联性错误(
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