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摘 要 在多值逻辑,3T4930推理的基础上，提出了一种基于集合符号的自动推理扩展方法J将符号集
合作为真值，减少了,3T4930的推理分枝，并可以将适合经典逻辑的推理方法和策略应用于其中，使得
非经典逻辑推理经典化J使用"[!&-:SKSQ语言设计实现了基于集合符号的自动推理系统，在系统中
使用集合符号方法，只需要在规则库中增加推理规则，即可生成规则程序，系统本身不需要任何的修改，

因此一些适合于经典逻辑的推理方法和技巧就可以很容易地应用到多值逻辑、模态逻辑、直觉逻辑等非

经典逻辑，也可以进一步推广到无穷值逻辑和含模糊量词（如2C算子和.&算子）的逻辑中，对于无穷值
逻辑和模糊逻辑的,3T4930方法研究具有一定的借鉴作用J对,-,-中的)%%个逻辑问题进行了证明，
实验结果表明，系统在时间和空间上效率都是较高的J
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自动推理作为自动定理证明的扩展是人工智能

研究的基础工作，许多重要的人工智能系统，诸如专

家系统、问题解答系统、学习系统、医疗诊断、信息检

索等，都是以推理系统为其核心部分，所以自动推理

的研究，将对人工智能的其他分支产生深远的影响，

它所提出的推理方法已被应用于人工智能的各个

领域!
"#$%&#’方法的实质是将语义结构中的二元关

系显式地表示出来!换句话说，就是通过引入相应
的谓词，将二元关系的性质用逻辑公式来表示!对
于不同的逻辑系统，所使用的"#$%&#’规则是相同
的，只是对公式构造集进行扩展，使之更接近相应的

逻辑系统!因此同归结等方法相比较，"#$%&#’方法
更容易从经典逻辑推广到非经典逻辑系统［(］!多值

逻辑"#$%&#’方法是由)#*+,&%%,引入，后来由-#$&%
在理论上找到了可满足的扩展规则，并给出了可靠

性和完备性的证明［.］!然而对于自动推理来说，

"#$%&#’过程生成的分枝数随着真值的增加呈幂指
数的增长，造成其实现难度非常大［/］!在文献［0］

中，123+%&提出了基于格的真值化简方法，使含存
在量词的多值逻辑"#$%&#’得到简化，但对于其他
类型公式不适用!在文献［4］中，5#66等人采用了将
析取公式翻译成整数规划的"#$%&#’方法，但要求
公式转化成析取范式，这种转换有时比定理证明本

身还要复杂!在文献［7］中，5&89&*:采用正则公式的

"#$%&#’方法，通过缩小真值取值范围，使其在逼近
二值逻辑的基础上简化"#$%&#’扩展规则，这种方
法对多值逻辑非常有效，但很难推广到其他非经典

逻辑!本文在-#$&%多值逻辑"#$%&#’方法基础上，
以多值逻辑为例，提出了符号集合作为真值的

"#$%&#’方法，使多值逻辑与经典逻辑采用同样的表
示和扩展规则!只要构造不同的规则库，经典逻辑

"#$%&#’系统不需要任何的修改，就可以适用于多值
逻辑、模态逻辑、直觉逻辑等非经典逻辑!使用

;<=>?@ABAC语言设计实现了一个多种类型逻辑
自动定理证明的系统，并将一些经典逻辑中识别!
公式［D］及改进"公式［E］的减少证明空间和时间提
高推理效率的方法加入系统中!应用该系统对

"?"?［F］自动推理测试库中的FGG个问题进行了证

明，并与/"H?系统进行了对比，实验结果表明，系
统的性能是较高的!为了节省篇幅，这里使用的未
解释的记号和概念以及"#$%&#’推理的基本知识，
参见文献［(G>((］!

! 多值逻辑"#$%&#’

多值逻辑具有与经典逻辑相似的语法结构，一

阶语言! 为三元组〈#，$，%〉，其中# 为逻辑联结
符的有穷集合，$ 为量词的有穷集合，%为每个联结
符的元数!例如一阶三值B’9#I,&J,86逻辑语言定义

为!B’9K〈 &(，!&.，"&.〉!
多值逻辑与多数其他非经典逻辑不同，它是从

二值逻辑的语义改造入手，扩充其真值集合，重新规

定真值联结词、量词、谓词及公式等语言成分的意

义!因此多值逻辑与二值逻辑语义上有较大的改变，

其推理方法也是围绕着规定后的语义来重新构造!
真值集合" 为：(）单元区间的有理数，记为［G，(］!

或.）形式为 G，(#L(
，⋯，#L.
#L(
，｛ ｝( 等间距的有理数

的有穷集合，其中#K#"#，#"#表示" 的基数!如
果!K〈#，$，%〉为一阶语言，称三元组 !K〈"，

$，%〉为! 的一阶矩阵，其中" 为真值集合，$ 为

每个’$# 赋值的函数$（’）："%（’）!"，% 为每个

($$ 赋值的函数%（(）：&M（"）!"（&M（"）为

."%&的简写）!%（(）称为量词的分配函数!例如

一阶#值B’9#I,&J,86逻辑矩阵可定义为 ’K(L
’，’!(KN,+｛(，(L’M(｝，’"(KN#O｛’，(｝!
定义!(多值"#$%&#’的封闭规则为：

令) 是一个多值"#$%&#’，且* 是它的一个分
枝，*是封闭的当且仅当下列条件之一成立：

(）在*上存在带符号公式’)，()，使得’’(!

.）在*上存在一个带符号公式’’（)(，⋯，)+）

（+(G）使得’不出现在$（’）中!
) 是封闭的当且仅当它的每一个分枝都是封

闭的!
定理!［(.］(在多值逻辑中，)为一个公式并且

&’,)"，)是,-有效的当且仅当对于’$"%,，
每个’)都存在有限封闭的"#$%&#’!
定理(证明见文献［(.］!
例如在B’9#I,&J,86逻辑中，一个公式是有效的

当且仅当它是(-有效的!在三值P’9#I,&J,86逻辑
中如果要证明&!（%!&）是有效的公式，就必须

要对G&!（%!&）和(.&!
（%!&）构造有限封闭

的"#$%&#’!具体构造方法如图(所示!
G&!（%!&）在(& 和G& 互补对（(’G）下
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封闭；!
"!!
（"!!）左侧分枝在!" !

和#! 互补

对（!
""#
）下封闭，右侧的两个分枝也在!!和#!

互补对（!"#）、!!和!"!
互补对（!"!"

）下封闭$

%&’$! ()*+,)-./01&2’03!!（"!!）$
图! !!（"!!）证明过程

从图!可以看出，在证明公式的有效性时，被构
造的()*+,)-数随着多值逻辑的真值数目的增加而
增加，因此()*+,)-的证明变得越来越复杂，以至于

无法证明无穷值逻辑$从图中也可以看出，!" !!

（"!!）左侧分枝与#!!（"!!）同型，在证明各个
真值()*+,)-时，分枝不可避免地存在着大量的冗余$

! 带集合符号的多值逻辑"#$%&#’

由于多值逻辑语义的变化，导致()*+,)-构造
的复杂性，在采用()*+,)-证明时，随着真值###数
目的增加，()*+,)-分枝产生大量的冗余，不仅给

()*+,)-证明带来困难，也使得二值逻辑的()*+,)-
证明器无法适应多值逻辑$因此提出符号集合作为
真值的方法，使多值逻辑与经典逻辑采用同样的表

示和扩展方法$
由4-5)6&,7&89逻辑的定义，可以得出公式

!!!!"的真值表，如图"所示：

%&’$" (/-:;:)*+,0330/<-+)!!!!"$
图" 公式!!!!"的真值表

根据图"，可以写出#!!!!"和
!
" !!!!"

的

()*+,)-扩展规则如图=所示$
定义!(令$#$!>（#）为真值集合的集合，!

为一个公式且%"$$$#，称$!为带集合符号的

公式$如果" 是一个原子公式，那么$" 为带集合
符号的文字$

%&’$= (;,:)*+,)-,?.)26&02/-+,03#!!!!")2@
!
"

!!!!"$

图= #!!!!")2@
!
" !!!!"

的()*+,)-扩展规则

在三值 4-5)6&,7&89逻辑中，!>（#

｛
）为集合

｛# ｛｝，#， ｝!" ，｛#，! ｛｝，
!
"
，｝! ｛，#，!"，｝｝! ，那么集

合符号即为!>（#）的子集$这样图=中的#!!!

!"和
!
" !!!!"

的()*+,)-扩展规则可以合为一个

带集合符号的规则，即如图A所示：

%&’$A (;,:)*+,)-,?.)26&02/-+,7&:;6,:6&’2603

#，｛ ｝!" !!!!"$

图A 带集合符号的 #，｛ ｝!" !!!!"()*+,)-扩展规则

那么图!中的证明就可以简化为如图B所示：

%&’$B (;,:)*+,)-7&:;6,:6&’26./01&2’03!!（"!!）$
图B 带集合符号的!!（"!!）的()*+,)-

定义)(如果&%&C!’’((&$&’!’为!C$"（!!，⋯，

!%）（%)!）的带集合符号的表达式，那么!的多值

带集合符号的()*+,)-规则定义为

$"（!!，⋯，!%）
)!*⋯*)%

，

这里)&C｛$&’!’#’((&｝$
从定义=中可以看出，带集合符号的$!与经

典情况有统一的()*+,)-扩展规则，但在封闭规则
上需要做如下改造$
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定义 !" 令 ! 是一个多值带集合符号的

!"#$%"&且’是它的一个分枝，’ 是封闭的当且仅
当下列条件之一成立：

(）在" 上存在带符号公式#(!，⋯，#$!，使得

!$%)(#%)"，这种情况下，称"是不相容的*

+）在"上存在一个带符号公式#"（!(，⋯，!&）
（&#,）使得#!$’（"）)"*

! 是封闭的当且仅当它的每一个分枝都是封
闭的*不封闭的分枝称为开放分枝*
根据以上的论述，可以得出三值-&."/0%1023逻

辑中析取情况的!"#$%"&规则，如图4所示：

506*4 !7%8"#$%"&9&$%/:;<0/=&>280:>*
图4 析取!"#$%"&规则

从图4中可以看出，三值-&."/0%1023逻辑析取
情况的!"#$%"&规则与经典逻辑规则是一致的，因
此采取集合符号的!"#$%"&方法，可以降低!"#$%"&
推理的复杂性*
采用文献［+］中方法证明一个公式是#(有效

的，需要证明的!"#$%"&的数目是))$*?#$个，
通常#（一般情况为(）很小*对于+元联结符，其产
生!"#$%"&分枝的平均数量是+@)+个，其空间效
率为,（)+）*使用集合符号的方法最短的证明可以
是( 个分枝，+@+A+ 个节点，最坏的情况是

!"#$%"&分枝为（+@)+#)）)+@)+?(个，其空间效
率为,（)+?(）*

# 有效性和完备性

#"$ 有效性
引理$"! 为一个可满足的!"#$%"&，如果!%

是使 用 带 集 合 符 号 !"#$%"& 扩 展 规 则 得 到 的

!"#$%"&，那么!%也是可满足的*
证明*
由于! 是可满足的，那么在! 中至少包含一

个可满足的分枝"*如果在得到!%的过程中，没有
在"中使用扩展规则，那么" 是不变的，因此!%

仍是可满足的*
另一方面，在得到 !%的过程中，#"（!(，⋯，

!&）&"为应用扩展规则得到的公式*令-为模型

"的一个赋值，根据定义-（"（!(，⋯，!&））&#，有

-（"（!(，⋯，!&））)"（-（!(），⋯，-（!&））&#，由于

#(!%(，⋯，#.!%.是#"（-（!(），⋯，-（!&））的扩展，对

于任意%+（(’+’.），有-（!%+）&#+*那么扩展后的

分枝"一定满足于"(｛#(!%(，⋯，#.!%.｝*因此!%

也是可满足的* 证毕*
定理%"令!为一个多值逻辑公式，如果（*)

#）!存在一个封闭带集合符号的!"#$%"&，那么!
为#(有效的*
证明*
令! 为（*)#）!的一个封闭的!"#$%"&*假

设"是! 上的任意分枝，由于! 是封闭的，" 有两
种情况：!包含一个互补的原子对；"不在规则定
义范围之内*显然这两种情况都不存在赋值-使"
满足，因此! 是不可满足的*
根据引理(，由于! 是不可满足的，因此（*)

#）!也是不可满足的*由-的定义，对于任意一个
多值逻辑公式!，（*)#）!存在一个封闭带集合符
号的!"#$%"&，-（!）&# 且-（!$）*（*)#），即!
为#(有效的* 证毕*
#"% 完备性
定义&"B0>80.."集*一个带集合符号的公式

/ 称为 B0>80.."集，当且仅当它满足以下两个
条件：

(）对于一个公式!，如果#(!，⋯，#$!&/，那

么!$%)(#%)"*
+）如果 #"（!(，⋯，!&）&/（&#,），那么

｛#!(，⋯，#!&｝&/ 也成立*
引理%"B0>80.."引理*每一个 B0>80.."集 /

都能扩展为一个饱和的B0>80.."集合/%*
证明*由引理(可知(）+）为带集合符号公式的

等价扩展，饱和性扩展易证* 证毕*
定理#"如果!为一个重言式，那么一定存在

一个以（*)#）!为根的封闭!"#$%"&*
由于!为一个重言式，那么对于所有的赋值-

必有-（!）&#成立*假设不存在一个以（*)#）!为
根的封闭!"#$%"&，那么一定存在一个带开放分枝 0
且以（*)#）!为根的开放!"#$%"&*令"为这一开
放分枝 0 的有穷集合，对于所有的"%&"，必有：

(）#(!，⋯，#$!&"%，那么!$%)(#%)"，否则

"是封闭的*
+）#"（!(，⋯，!&）&"%，必存在1)｛#!(，⋯，

#!&｝使得"%(1&"*
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由!）"）可知（!!"）!"##$，$ 为（!!"）

!的一个#$%&$’’(集，$ 是相容的)由引理"知，必
然存在一个赋值*使得%（!）#!!"，这与!为一
个重言式相矛盾，因此完备性得证) 证毕)

! 系统的实现

为了方便地生成系统规则，适应带集合符号的

逻辑系统，采用+,-./01213语言，在文献［!4］基础
上，设计实现了基于集合符号的自动推理系统

5+6&57/)在系统设计时，将规则建立在同一个规

则表中)规则表的结构定义如下：

&’()*+,()+$!)-+./%)012,3(；

45)6/7+.)012,3(；

"/-8)6012,3(!；

"/-8)6012,3("；

93845)6/7+.)012,3(；

9387(’0/38!；

9387(’0/38"；
在规则表中，对于一阶谓词逻辑形式描述如表

!所示：

"#$%&’ "(&)*+,#%-&./+0120*3"#$%&*4)0+.256+7&+8*90/
表’ 一阶谓词逻辑形式描述表

!)-+./%)012,3( 45)6/7+.)012,3( "/-8)6012,3(! "/-8)6012,3(" 93845)6/7+.)012,3( 9387(’:0/38! 9387(’:0/38"

8 8 9

8 (22 9 9 6: 9 8

8 6: 9 9 (22 9 8

8 * 9 9 ; 8 8

对于多值逻辑形式描述如表"：

"#$%&: "(&)*+,#%-&./+0120*3"#$%&*4;#3<5=#%>&78*90/
表: 多值逻辑形式描述表

!)-+./%)012,3( 45)6/7+.)012,3( "/-8)6012,3(! "/-8)6012,3(" 93845)6/7+.)012,3( 9387(’:0/38! 9387(’:0/38"

<，｛ ｝!" % ｛!｝ ｛!｝ ; !
"
，｛ ｝! ｛<｝

<，｛ ｝!" % ｛!｝ ｛!｝ ; ｛!｝ <，｛ ｝!"

计算否定范式的谓词如图=所示：

>$3)= 5?6@06A$B(&6C10B1D@E&$%3%63(&$1%C10D)
图= 计算否定范式的谓词

谓词7;+8-)88<的第一个子句对应着5(F26(E
的标准规则，这里只是使用同义词的重写公式，从规

则表中读取相应的规则数据，规则自动生成：

7;+8-)88<（=2(，=5))>，!!=，4+.;0）：8
（=2(G8（8?）&=2(!G?；

=2(G8(22（@，=）&=2(!G6:（@，8=）；

=2(G86:（@，=）&=2(!G(22（@，8=）；

=2(G8（?*$）&=2(!G8? ; 8$；

=2(G8（? ;$）&=2(!G8?*8$；

=2(G（?%$）&=2(!G8?*$；

=2(G8（?%$）&=2(!G? ; 8$；

=2(G（?’$）&=2(!G（? ;$）*（8? ;
8$）；

=2(G8（?’$）&=2(!G（? ; 8$）*（8
? ;$）），

=2( ｛G <， ｝!"（?%$）&=2( ｛!G !
"
，｝! ? ;

｛<｝$，

=2( ｛G <， ｝!"（?%$）&=2(!G｛<｝? ｛; <，

!"4!刘 全等：一种基于集合符号的自动推理扩展方法
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""#（$%&!，$’(()，**$，+,-./）#

应用$%&’$()系统对$)$)自动推理测试库
中的*++个问题进行了证明，并与,$()系统［!-］进
行了对比，对比结果如表,所示：

!"#$%& !’%!’%()%*+)(,-./0%12$31-.!+!+
表& 在!+!+中公式的定理证明结果

(./012’34 $3&$3&01&4)105&6 $3&7.08&691:;<3&8$&8’&6 $3&7.08&691:;<3&8 7)=$24&（8） %>:<&（9）

$%&’$() *++ ",+? !?@" !""#!*! "?AB,

,$() B?+ !"+"!, A,*" !-,@#*!, @!+@A

从表,中可以看出，在*++个$%&’$()可证的
定理中，有B?+个,$()可证，由于利用带集合符号
的证明方法更接近于经典逻辑证明方法，因此在测

试封闭分枝数、封闭分枝数、占7)=时间、占内存空
间等指标均优于,$()，尤其是在7)=时间方面，
由于 $%&’$()代码小，运行速度要比,$()高得
多#同时$%&’$()也很容易应用到采用自动推理作
为推理机的实际应用系统中#

4 结 论

本文以多值逻辑为例，提出带集合符号的

$:C.&:D推理方法，该方法将符号集合作为真值，使
得多值逻辑与经典逻辑采用同样的表示和扩展方

法#在系统中使用该方法，只需要在规则库中增加推
理规则，即可生成规则程序，系统本身不需要任何的

修改，因此一些适合于经典逻辑的推理方法和技巧

就可以很容易地应用到多值逻辑、模态逻辑、直觉逻

辑等非经典逻辑#通过对$)$)中实例的$:C.&:D
证明可以看出，基于集合符号的’:C.&:D方法，在推
理的时间和空间效率上都有较大的提高#同时该方
法可以进一步推广到无穷值逻辑和含模糊量词（如

01算子和2E算子）的逻辑中，对于无穷值逻辑和模
糊逻辑的$:C.&:D方法研究具有一定的借鉴作用#

致谢 对《计算机研究与发展》的审稿人和工作

人员给予学术上的指导和帮助表示衷心感谢！
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